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Resumen— En este artı́culo se propone un método que
estima los parámetros del modelo neuronal de FitzHugh-
Nagumo (FHN) utilizando mediciones del potencial de
membrana. Al integrar el modelo de FHN sobre intervalos de
tiempo finito se elimina la variable de recuperación de dicho
modelo, obteniendo una parametrización basada en integrales
y en retardos de la variable del potencial de membrana.
La técnica propuesta se llama Método de Identificación
Basado en Integrales (MIBI), y utiliza un algoritmo gradiente
para la estimación de los parámetros del modelo de FHN.
A diferencia de una técnica de identificación paramétrica
que fue propuesta recientemente en la literatura, el MIBI
no utiliza derivadas del potencial de membrana y puede
emplearse cuando la corriente aplicada a la neurona es
discontinua. Simulaciones numéricas confirman la efectividad
del MIBI.

Palabras clave: Estimación paramétrica, algoritmo gradiente,
neurona, modelo de FitzHugh-Nagumo.

I. INTRODUCCIÓN

Las neuronas constituyen las unidades fundamentales del

cerebro y su comportamiento se necesita conocer para el

estudio de dicho órgano (Rabinovich et al., 2006; Ces-

sac, 2010). Varios investigadores han propuesto modelos

neuronales, los más conocidos son los de: Hodgkin-Huxley

(HH) (Hodgkin et al., 1952), FitzHugh-Nagumo (FHN)

(FitzHugh, 1961; Nagumo et al., 1962), Morris Lecar

(Morris y Lecar, 1981), y Hidmarsh-Rose (HR) (Hindmarsh

y Rose, 1984). Los parámetros de estos modelos repre-

sentan constantes de tiempo, conductancias y umbrales,

y su conocimiento es muy importante para determinar

el comportamiento de una neurona excitada (Tyukin et

al., 2010; Fairhurst et al., 2010; Faghih et al., 2012).

La identificación paramétrica de modelos neuronales ha

sido un tema de investigación en los últimos años. La

referencia (Buhry et al., 2008) identifica los parámetros del

modelo de HH usando enfriamiento simulado (simulating

annealing, en inglés), algoritmos genéticos y evolución

diferencial. En (Sun et al., 2011) se propone una técnica

adaptable para estimar los parámetros del modelo de HH.

Las referencias (Tyukin et al., 2010; Fairhurst et al., 2010)

desarrollaron un observador adaptable que estima el estado

y los parámetros de los modelos neuronales de HR, FHN

y Morris-Lecar; en este caso, los autores proponen una

transformación de coordenadas con la cual los modelos

neuronales pueden ser transformados a la forma canónica

observable adaptable. El método presentado en (Deng et

al., 2009) combina el filtro de Kalman “unscented“ y una

ley de adaptación tipo gradiente para estimar los parámetros

de los modelos de FHN y HR. La referencia ( Tokuda et

al., 2002) compara dos técnicas adaptables que identifican

el modelo de HR. Por otro lado, las referencias (Ramsay

et al., 2007; Liang y Wu., 2008; Faghih et al., 2012; Che

et al., 2012) proponen técnicas de estimación paramétrica

del modelo de FHN. Para estimar este modelo la referencia

(Che et al., 2012) propone un método de identificación que

emplea el algoritmo de Mı́nimos Cuadrados y una técnica

de atenuación de ruido utilizando la wavelet Daubechies

(Daubechies, 1992); este método se nombrará Método de

Identificación Basado en Derivadas (MIBD), el cual necesita

la primera y la segunda derivada del potencial de membrana,

y funciona sólo cuando la corriente aplicada a la neurona es

continuamente diferenciable. Por otro lado, las referencias

(Ramsay et al., 2007; Liang y Wu., 2008) presentan métodos

estadı́sticos para estimar los parámetros del modelo de

FHN; en (Ramsay et al., 2007) se realiza una expansión

de funciones base para representar la variable de potencial

de membrana, y en (Liang y Wu., 2008) se estima la

derivada de está variable para propósitos de identificación.

Finalmente, en (Faghih et al., 2012) se estima el umbral de

un modelo de FHN variante en el tiempo.

En este artı́culo se propone un método de identifi-

cación que estima los parámetros del modelo neuronal de

FitzHugh-Nagumo; el algoritmo propuesto se llama Método

de Identificación Basado en Integrales (MIBI). El MIBI

tiene el mismo objetivo que el MIBD, i.e, eliminar la

variable de recuperación del modelo de FHN obteniendo

una parametrización que depende sólo de la variable del

potencial de membrana. Sin embargo, el MIBI emplea

integrales y retardos del potencial de membrana en lugar

de derivadas del potencial de membrana. Además, en com-

paración con el MIBD, el MIBI se puede utilizar cuando

la corriente aplicada a la neurona es discontinua. El MIBI

también utiliza un algoritmo de gradiente propuesto en

(Aguilar et al., 2008), el cual produce estimados de los

parámetros del modelo de FHN.
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El artı́culo esta organizado como sigue. La sección II

muestra el modelo de FHN. La sección III describe el MIBI,

presenta la parametrización del modelo de FHN, ası́ como

el algoritmo de gradiente empleado por el MIBI. La sección

IV esta dedicada a simulaciones numéricas. Finalmente en

la sección V se establecen las conclusiones de este trabajo.

II. MODELO DE FHN

El modelo de FHN fue propuesto por FitzHugh y por

Nagumo y es una reducción en dos variables del modelo

Hodgkin-Huxley que tiene cuatro variables. El modelo de

FHN describe la dinámica del potencial de membrana en

el axón gigante de una neurona de calamar, al ser aplicada

una estimulación eléctrica externa. Este modelo reproduce

caracterı́sticas de los impulsos eléctricos de los nervios y

de las fibras musculares cardiacas, y es útil en la genética,

la biologı́a, la ingenierı́a, y en sistemas de transferencia de

masa y de calor (Collins y Richmond, 1994; Golubitsky

et al., 1998; Liang y Wu., 2008). El modelo de FHN

se describe por medio de las siguientes dos ecuaciones

acopladas (FitzHugh, 1961)

ẋ1(t) = ax1(t) + bx3
1(t)− x2(t) + u(t) (1)

ẋ2(t) = dx2(t) + ex1(t) + f (2)

La variable x1 representa el potencial de membrana, x2 se

conoce como variable de recuperación, y u es la corriente

externa aplicada a la neurona. Se supone que los parámetros

a, b, d y e son desconocidos y que se estimarán mediante

el MIBI. También se supone que sólo las mediciones del

potencial de membrana x1 están disponibles.

III. MÉTODO DE IDENTIFICACIÓN BASADO EN

INTEGRALES (MIBI)

A continuación se integrará y retardará el modelo de FHN

en (1) y (2) con la finalidad de eliminar la variable x2, la

cual no es medible.

Integrando la ecuación (2) del tiempo inicial t − δ al

tiempo final t resulta en

x2(t) = x2(t− δ) + d

∫ t

t−δ

x2(τ)dτ + e

∫ t

t−δ

x1(τ)dτ + fδ

(3)

La expresión puede (1) reescribirse como

x2(t) = −ẋ1(t) + ax1(t) + bx3
1(t) + u(t) (4)

Retardando la ecuación (4) δ segundos se obtiene

x2(t− δ) =− ẋ1(t− δ) + ax1(t− δ) + bx3
1(t− δ)

+ u(t− δ)
(5)

Sustituyendo x2(t) de (4) y x2(t−δ) de (5) en la ecuación

(3) se produce la siguiente expresión en términos de x1 y

de ẋ1:

ẋ1(t)− ẋ1(t− δ) = (a+ d)(x1(t)− x1(t− δ))+

b(x3
1(t)− x3

1(t− δ) + (−e− ad)

∫ t

t−δ

x1(τ)dτ+

bd

∫ t

t−δ

x3
1(τ)dτ − d

∫ t

t−δ

u(τ)dτ − fδ + [u(t)− u(t− δ)]

(6)

Defı́nanse los siguientes parámetros

θ1 = a+ d, θ2 = b, θ3 = −e− ad

θ4 = −bd, θ5 = −d, θ6 = −f
(7)

y la siguiente señal

xr(t) = x1(t)− x1(t− δ)−

∫ t

t−δ

[u(τ)− u(τ − δ)]dτ

(8)

Entonces, la expresión (6) se puede reescribir como:

ẋr(t) = φT (t)θ (9)

donde

φ = [φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6]
T ,

θ = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6]
T ,

(10)

φ1(t) = x1(t)− x1(t− δ),

φ2(t) = x3
1(t)− x3

1(t− δ),

φ3(t) =

∫ t

t−δ

x1(τ)dτ

φ4(t) =

∫ t

t−δ

x3
1(τ)dτ,

φ5(t) =

∫ t

t−δ

u(τ)dτ,

φ6(t) = δ

(11)

La ecuación (9) está escrita en la forma general de

regresión lineal. El vector φ es el regresor, y θ es el vector

que contiene los parámetros que se estimarán. Las señales

xr y φi i = 1, · · · , 6 dependen de x1 y u, y se utilizarán

para identificar a θ. El MIBI no usará la señal ẋr en (9)

que depende de la derivada con respecto al tiempo de x1.

III-A. Algoritmo gradiente modificado

El algoritmo gradiente empleado por el MIBI se propuso

en (Aguilar et al., 2008) y está dado por:

˙̂
θ(t) = −Γφ(t)ǫ(t) − k2ǫ

2(t)Γθ̂(t) (12)

ǫ(t) = x̂r(t)− xr(t) (13)

˙̂xr(t) = φT (t)θ̂ − k1ǫ(t) (14)

El vector θ̂ es un estimado de θ, Γ es una matriz simétrica

definida positiva, ǫ es el error de estimación, y k1 y k2 son

ganancias que deben satisfacer las siguientes desigualdades

k1 >
γk2

2
κ2, γ >

1

2
(15)
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donde κ es una constante positiva tal que

κ > ‖θ‖ (16)

Nótese que la derivada ǫ̇ es la siguiente:

ǫ̇(t) = φT (t)θ̃ − k1ǫ(t) (17)

donde θ̃ es el vector de error paramétrico y esta dado por

θ̃ = θ̂ − θ (18)

Para que el vector de parámetros estimados θ̂ por el

método gradiente modificado converja al vector de parámet-

ros reales θ, el vector regresor φ debe cumplir la sigu-

iente condición de Excitación Persistente (EP) (Slotine et

al., 1991):

Definición 1: Un vector φ(t) ∈ Rn satisface una condi-

ción de EP si
∫ t+T

t

φ(τ)φ(τ)T dτ ≥ αI, ∀t ≥ 0 (19)

donde α y T son constantes positivas e I ∈ Rnxn es la

matriz identidad.

Una vez que se ha identificado a θ̂, los estimados â, b̂,

d̂, ê y f̂ de los parámetros del modelo de FHN en (1) y (2)

se pueden obtener utilizando las siguientes relaciones:

â = θ̂1 + θ̂5

b̂ = −θ̂2

d̂ = −θ̂5

ê = (θ̂1 + θ̂5)θ̂5 − θ̂3

f̂ = −θ̂6

(20)

III-B. Estabilidad del algoritmo y convergencia

paramétrica

A continuación se probará que el error de estimación

ǫ converge a cero cuando t tiende a infinito. Además se

probará que el error paramétrico θ̃ converge a cero si se

cumple la condición de EP en (19). Para probar que ǫ

converge a cero se utilizará la siguiente función definida

positiva:

V (ǫ, θ̃) =
1

2
ǫ2 +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ (21)

La derivada de V con respecto al tiempo está dada por:

V̇ = ǫǫ̇+ θ̃TΓ−1 ˙̂θ (22)

Sustituyendo (12), (17) y (18) en (22) produce

V̇ = −k1ǫ
2 − k2ǫ

2‖θ̂‖2 + k2ǫ
2θT θ̂ (23)

Utilizando (16) y la siguiente desigualdad

|θT θ̂| ≤
1

2γ
‖θ̂‖2 +

γ

2
‖θ‖2, γ > 0 (24)

se obtiene

V̇ ≤ −ǫ2
(

k1 −
γk2

2
κ2

)

− k2ǫ
2

(

1−
1

2γ

)

‖θ̂‖2 (25)

Como las ganancias k1, k2 y γ se seleccionan para satisfacer

las desigualdades en (15), entonces V̇ ≤ 0 y V (t) ≤ V (0)
∀t > 0, lo cual implica que (ǫ, θ̃) están acotados. Como θ̃

es acotado, se concluye que θ̂ = θ̃+ θ es acotado. Además,

las señales φi i = 1, · · · , 6 del regresor en (11) son acotadas

puesto que una corriente u acotada y aplicada a la neurona

produce un potencial de membrana x1 acotado (Barriga et

al., 2003; Izhikevich, 2004). Entonces, de (12) y de (17) se

concluye que
˙̂
θ y ǫ̇ están acotados. Por otro lado, al integrar

(25) se obtiene:

V (t)− V (0) ≤−

(

k1 −
γk2

2
κ2

)
∫ t

0

ǫ2(s)ds

− k2

(

1−
1

2γ

)
∫ t

0

ǫ2(s)‖θ̂(s)‖2ds

(26)

Sustituyendo (15) en la desigualdad anterior resulta en

(

k1 −
γk2

2
κ2

)
∫ t

0

ǫ2(s)ds ≤ V (0) < ∞ (27)

Entonces, ǫ ∈ L2. De lo anterior se determina que ǫ ∈
L2 ∩ L∞ y que ǫ̇ ∈ L∞. Aplicando el lema de Barbalat

(Ioannou y Sun, 1996) se concluye que ǫ → ∞ conforme

t → ∞.

Derivando (17) con respecto al tiempo produce

ǫ̈ =
d

dt
[φT ]θ̃ + φT ˙̂

θ − k1ǫ̇ (28)

La señal ǫ̈ también es acotada debido a que todas las señales

φ, θ̃,
˙̂
θ y

d

dt
[φT ] son acotadas; nótese que

d

dt
[φT ] es acotada

porque x1 y ẋ1 están acotados (Izhikevich, 2004; Barriga

et al., 2003). Entonces, ǫ̇ es uniformemente continua y ǫ

tiene un lı́mite finito cuando t → ∞; aplicando el Lema de

Barbalat (Slotine et al., 1991) se tiene que ǫ̇ → 0 conforme

t → ∞. Ahora, como V̇ → 0 cuando t → ∞ y V es acotada

por abajo, entonces V converge a un lı́mite conforme t →
∞. Por lo tanto, de (21) se concluye que ‖θ̃‖ converge a

un lı́mite cuando t → ∞. Además, de (12) se tiene que
˙̂
θ → 0 conforme t → ∞. Esto significa que cuando t es

suficientemente grande θ̃ es prácticamente una constante θ̃c,

entonces, de (17) resulta

φT (t)θ̃c = 0 (29)

Premultiplicando (29) por φ produce

φ(t)φT (t)θ̃c = 0 (30)

Integrando la ecuación anterior sobre un periodo de tiempo

T se obtiene
[

∫ t+T

t

φ(τ)φT (τ)dτ

]

θ̃c = 0 (31)

Si se cumple la condición de EP en (19), entonces la única

solución para (31) es θ̃c = 0, es decir, θ̂ = θ.
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IV. SIMULACIONES NUMÉRICAS

Para verificar el desempeño del método propuesto se

presentan simulaciones numéricas utilizando el siguiente

modelo de FHN:

ẋ1(t) = x1(t)−
1

3
x3
1(t)− x2(t) + u(t)

ẋ2(t) = −0.08x1(t) + 0.1x2(t) + 0.07
(32)

El modelo (32) se empleó previamente en (Che et al., 2012);

este modelo y el MIBI se programaron utilizando Matlab-

Simulink. Todas las simulaciones manejan un perı́odo de

muestreo de 1ms y el método de integración trapezoidal. La

señal de entrada u(t) en (32) utilizada para la identificación

paramétrica es una señal discontinua, la cual se produce

mediante el bloque Band Limited White Noise de Simulink;

los parámetros de este bloque son los siguientes: Noise pow-

er=0.1, sample time=0.1s, y seed=23341. Se empleó esta

señal u(t) ya que es rica espectralmente y permite que el

regresor φ en (10) satisfaga la condición de EP ( Isermann y

Munchhof, 2011) mostrada en (19). Las señales retardadas

x1(t−δ) y u(t−δ) en (8) y en (11) se obtienen utilizando el

bloque Integer Delay de Simulink. Todas las simulaciones

utilizan la ganancia Γ = 1000diag(1,1,1,1,1,1) en (12). Se

realizaron tres simulaciones, las cuales se denotarán como

S1, S2 y S3. La diferencia entre estas simulaciones son los

parámetros δ, k1 y k2 empleados en el algoritmo gradiente

en (12) y (14). El valor inicial de θ̂ en cada simulación

es θ̂(0) = [1.2, −0.55, −0.04, −0.05, 1.1, −0.1]T . La

Tabla I presenta los parámetros δ, k1 y k2 utilizados en

cada simulación.

TABLA I

SIMULACIONES (S).

δ k1 k2
S1 0.1 1 0

S2 0.1 20 0.5

S3 0.3 1 0

Las Figuras 1, 2 y 3 muestran la evolución en el tiempo

de los parámetros estimados por el MIBI en la primera S1,

segunda S2 y tercera simulación S3, respectivamente. Al

comparar las Figuras 1 y 2 se observa que el incremento en

las ganancias k1 y k2 incrementa el tiempo de convergencia

de los parámetros estimados â, b̂, d̂, ê y f̂ . Por otro lado, al

comparar las Figuras 1 y 3 se observa que el incremento del

parámetro δ también incrementa el tiempo de convergencia

de â, b̂, d̂, ê y f̂ . La Tabla II presentan los valores de los

Parámetros Nominales (PN) del modelo en (32), y además

presenta los valores a los que convergen los estimados â,

b̂, d̂, ê y f̂ en cada una de las tres simulaciones S1, S2 y

S3. En esta Tabla se observa que los parámetros estimados

en cada simulación S1, S2, S3 convergen muy cerca de los

parámetros nominales del modelo (32).

La validación de los tres modelos identificados por el

MIBI se realiza calculando con estos modelos los estados

estimados x̂1 y x̂2 de x1 y x2. Para la validación se excita

el modelo en (32) mediante la siguiente señal de entrada

u(t) = 0.4 sin(2πfst), fs = 0.12 Hz (33)

y se resuelven las dos ecuaciones diferenciales ordinarias

en (32) utilizando los tres modelos mostrados en la Tabla

II. Los errores ǫ1 = x̂1−x1 y ǫ2 = x̂2−x2 en la estimación

de estado se muestrean p veces y el valor de las muestras

ǫ1(j) y ǫ2(j) se emplean para calcular los siguientes ı́ndices

E1 =

√

√

√

√

p
∑

1=1

ǫ1(i)2, E2 =

√

√

√

√

p
∑

1=1

ǫ2(i)2 (34)

los cuales son una medida de la calidad del modelo.

La Tabla II muestra las sumatorias E1 y E2 en (34)

calculadas para p = 20, 000. Se observa que el mejor

desempeño se obtiene con los parámetros obtenidos en la

primera simulación S1.

TABLA II

PARÁMETROS ESTIMADOS POR EL MIBI.

â b̂ d̂ ê f̂ E1 E2

PN 1 -0.3333 -0.08 0.1 0.07 — —

S1 1.0005 -0.3334 -0.0805 0.101 0.0704 1.26 0.64

S2 1.001 -0.3335 -0.081 0.101 0.071 1.50 0.79

S3 0.9994 -0.3332 -0.0794 0.099 0.0697 1.26 0.85

V. CONCLUSIONES

Este artı́culo propuso el MIBI que identifica los parámet-

ros del modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN) de una neu-

rona usando mediciones del potencial de membrana. El

algoritmo propuesto combina un método de gradiente y

una parametrización basada en integrales y en retardos

del potencial de membrana. El MIBI tiene las siguientes

dos ventajas con respecto al MIBD. Primera, el MIBI no

requiere de la estimación de la primera y de la segunda

derivada del potencial de membrana. Segunda, el MIBI se

puede utilizar cuando la corriente aplicada a la neurona

es discontinua. Simulaciones numéricas, en las cuales el

modelo de FHN se excita con una señal de corriente

discontinua, indican que los parámetros obtenidos por le

MIBI son muy similares a los parámetros nominales.

VI. AGRADECIMIENTOS

Antonio Concha agradece a CONACYT por la beca que

ha recibido durante sus estudios de Postgrado.

REFERENCIAS

Aguilar, C., J. Sánchez y R. Garrido (2008). Parametric estimation of
the Duffing system by using a modified gradient algorithm. Physics

Letters A 372(3), 210-214.
Barriga, C., H. Carrillo y F. Ongay (2003). El modelo de FitzHugh-
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Figura 1. Parámetros estimados en la primera simulación S1.
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Figura 2. Parámetros estimados en la segunda simulación S2.
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Figura 3. Parámetros estimados en la tercera simulación S3.
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