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Resumen—En este articulo se propone un método que
estima los parametros del modelo neuronal de FitzHugh-
Nagumo (FHN) utilizando mediciones del potencial de
membrana. Al integrar el modelo de FHN sobre intervalos de
tiempo finito se elimina la variable de recuperacion de dicho
modelo, obteniendo una parametrizacion basada en integrales
y en retardos de la variable del potencial de membrana.
La técnica propuesta se llama Método de Identificacion
Basado en Integrales (MIBI), y utiliza un algoritmo gradiente
para la estimacion de los parametros del modelo de FHN.
A diferencia de una técnica de identificacion paramétrica
que fue propuesta recientemente en la literatura, el MIBI
no utiliza derivadas del potencial de membrana y puede
emplearse cuando la corriente aplicada a la neurona es
discontinua. Simulaciones numéricas confirman la efectividad
del MIBI.

Palabras clave: Estimacion paramétrica, algoritmo gradiente,
neurona, modelo de FitzHugh-Nagumo.

I. INTRODUCCION

Las neuronas constituyen las unidades fundamentales del
cerebro y su comportamiento se necesita conocer para el
estudio de dicho 6rgano (Rabinovich et al., 2006; Ces-
sac, 2010). Varios investigadores han propuesto modelos
neuronales, los mds conocidos son los de: Hodgkin-Huxley
(HH) (Hodgkin et al., 1952), FitzHugh-Nagumo (FHN)
(FitzHugh, 1961; Nagumo et al., 1962), Morris Lecar
(Morris y Lecar, 1981), y Hidmarsh-Rose (HR) (Hindmarsh
y Rose, 1984). Los pardmetros de estos modelos repre-
sentan constantes de tiempo, conductancias y umbrales,
y su conocimiento es muy importante para determinar
el comportamiento de una neurona excitada (Tyukin et
al., 2010; Fairhurst et al., 2010; Faghih et al., 2012).

La identificacién paramétrica de modelos neuronales ha
sido un tema de investigacién en los ultimos afios. La
referencia (Buhry et al., 2008) identifica los parametros del
modelo de HH usando enfriamiento simulado (simulating
annealing, en inglés), algoritmos genéticos y evolucion
diferencial. En (Sun et al., 2011) se propone una técnica
adaptable para estimar los pardmetros del modelo de HH.
Las referencias (Tyukin et al., 2010; Fairhurst et al., 2010)
desarrollaron un observador adaptable que estima el estado
y los pardmetros de los modelos neuronales de HR, FHN
y Morris-Lecar; en este caso, los autores proponen una

transformacién de coordenadas con la cual los modelos
neuronales pueden ser transformados a la forma canénica
observable adaptable. El método presentado en (Deng et
al., 2009) combina el filtro de Kalman “unscented* y una
ley de adaptacion tipo gradiente para estimar los pardmetros
de los modelos de FHN y HR. La referencia ( Tokuda et
al., 2002) compara dos técnicas adaptables que identifican
el modelo de HR. Por otro lado, las referencias (Ramsay
et al., 2007; Liang y Wu., 2008; Faghih et al., 2012; Che
et al., 2012) proponen técnicas de estimacién paramétrica
del modelo de FHN. Para estimar este modelo la referencia
(Che et al., 2012) propone un método de identificaciéon que
emplea el algoritmo de Minimos Cuadrados y una técnica
de atenuacién de ruido utilizando la wavelet Daubechies
(Daubechies, 1992); este método se nombrard Método de
Identificacién Basado en Derivadas (MIBD), el cual necesita
la primera y la segunda derivada del potencial de membrana,
y funciona sélo cuando la corriente aplicada a la neurona es
continuamente diferenciable. Por otro lado, las referencias
(Ramsay et al., 2007; Liang y Wu., 2008) presentan métodos
estadisticos para estimar los pardmetros del modelo de
FHN; en (Ramsay et al., 2007) se realiza una expansion
de funciones base para representar la variable de potencial
de membrana, y en (Liang y Wu., 2008) se estima la
derivada de estd variable para propdsitos de identificacion.
Finalmente, en (Faghih et al., 2012) se estima el umbral de
un modelo de FHN variante en el tiempo.

En este articulo se propone un método de identifi-
cacién que estima los pardmetros del modelo neuronal de
FitzHugh-Nagumo; el algoritmo propuesto se llama Método
de Identificacién Basado en Integrales (MIBI). El MIBI
tiene el mismo objetivo que el MIBD, i.e, eliminar la
variable de recuperacion del modelo de FHN obteniendo
una parametrizacion que depende sélo de la variable del
potencial de membrana. Sin embargo, el MIBI emplea
integrales y retardos del potencial de membrana en lugar
de derivadas del potencial de membrana. Ademds, en com-
paracién con el MIBD, el MIBI se puede utilizar cuando
la corriente aplicada a la neurona es discontinua. E1 MIBI
también utiliza un algoritmo de gradiente propuesto en
(Aguilar et al., 2008), el cual produce estimados de los
pardmetros del modelo de FHN.



El articulo esta organizado como sigue. La seccion II
muestra el modelo de FHN. La seccion 111 describe el MIBI,
presenta la parametrizaciéon del modelo de FHN, asi como
el algoritmo de gradiente empleado por el MIBI. La seccién
IV esta dedicada a simulaciones numéricas. Finalmente en
la seccién V se establecen las conclusiones de este trabajo.

II. MODELO DE FHN

El modelo de FHN fue propuesto por FitzHugh y por
Nagumo y es una reduccién en dos variables del modelo
Hodgkin-Huxley que tiene cuatro variables. El modelo de
FHN describe la dindmica del potencial de membrana en
el axén gigante de una neurona de calamar, al ser aplicada
una estimulacién eléctrica externa. Este modelo reproduce
caracteristicas de los impulsos eléctricos de los nervios y
de las fibras musculares cardiacas, y es ttil en la genética,
la biologia, la ingenieria, y en sistemas de transferencia de
masa y de calor (Collins y Richmond, 1994; Golubitsky
et al, 1998; Liang y Wu., 2008). El modelo de FHN
se describe por medio de las siguientes dos ecuaciones
acopladas (FitzHugh, 1961)

z1(t) =
Ta(t) =

azy(t) + bx3 (t) — zo(t) + u(t) (1
dwo(t) +exq(t) + f (2)

La variable x; representa el potencial de membrana, x5 se
conoce como variable de recuperacion, y u es la corriente
externa aplicada a la neurona. Se supone que los pardmetros
a, b, d y e son desconocidos y que se estimardn mediante
el MIBI. También se supone que sélo las mediciones del
potencial de membrana x; estian disponibles.

III. METODO DE IDENTIFICACION BASADO EN
INTEGRALES (MIBI)

A continuacidn se integrard y retardard el modelo de FHN
en (1) y (2) con la finalidad de eliminar la variable x5, la
cual no es medible.

Integrando la ecuacién (2) del tiempo inicial ¢ — § al
tiempo final ¢ resulta en

xZ9 (t) = T2

t t
(t—0) +d/ xg(T)dT—i—e/ xy(T)dr + f§
t—6 t—6
3)
La expresion puede (1) reescribirse como
zo(t) = —i1(t) + ax1(t) 4+ b (t) + u(t) @)

Retardando la ecuacién (4) § segundos se obtiene

To(t — 8) = — @1 (t — 6) + azq (t — &) + b} (t — )

Fu(t—8) ©)

Sustituyendo x2(t) de (4) y x2(t—0) de (5) en la ecuacién
(3) se produce la siguiente expresién en términos de x; y
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de x1:
#1(t) — a1 (t = 6) = (a+ d)(z1(t) — 21 (t — 0))+
b(a:zl”(t) - a:zl’,(t =)+ (—e—ad) /tﬂ; x1(7)dT+

bd/t_(S x3(r)dr — d/z&-& w(T)dT — f§ + [u(t) — u(t — 0)]

(6)
Definanse los siguientes pardmetros
91=a+d, 92=b, 03 = —e—ad )
04 = —bd, 05 = —d, O = _f

y la siguiente sefial

xp(t) = x1(t) — 1 (t — 0) — /t—é[U(T) —u(r —9)]dr

)
Entonces, la expresién (6) se puede reescribir como:
o (t) = o7 ()0 ©)
donde
¢: [¢17¢25¢35¢45¢57¢6]T5 (10)
0= [917 927 637 947 657 66]T7
(bl(t) = xl(t) — T (t — 5),
$a(t) = 2i(t) — a3 (t - 9),
t
(]53 (t) = T (T)dT
t—5
t 11
Pa(t) = / x3(7)dr, (1)
t—§
t
o5(t) = / u(T)dr,
t—8
pe(t) =0

La ecuacién (9) estd escrita en la forma general de
regresion lineal. El vector ¢ es el regresor, y 6 es el vector
que contiene los pardmetros que se estimardn. Las sefiales
T,y ¢; it =1,---,6 dependen de x; y u, y se utilizardn
para identificar a 6. El MIBI no usard la sefal &, en (9)
que depende de la derivada con respecto al tiempo de x;.

III-A.  Algoritmo gradiente modificado

El algoritmo gradiente empleado por el MIBI se propuso
en (Aguilar et al., 2008) y estd dado por:

0(t) = —T(t)e(t) — kae? (H)TO(1) (12)
€(t) = &, (t) — ar(t) (13)
e (t) = ¢" (£)0 — kne(t) (14)

El vector § es un estimado de 0, I' es una matriz simétrica
definida positiva, € es el error de estimacion, y k; y ko son
ganancias que deben satisfacer las siguientes desigualdades
vk 2 1

> —
5 Y

k1> — D)

5)
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donde ~ es una constante positiva tal que

k> 0] (16)
Notese que la derivada é es la siguiente:
é(t) = o7 (1)0 — kie(t) (17)

donde 6 es el vector de error paramétrico y esta dado por
0=06-10 (18)

Para que el vector de pardmetros estimados 6 por el
método gradiente modificado converja al vector de pardmet-
ros reales 6, el vector regresor ¢ debe cumplir la sigu-
iente condicién de Excitacion Persistente (EP) (Slotine et
al., 1991):

Definicion 1: Un vector ¢(t) € R" satisface una condi-
cién de EP si

t+T
/ o(r)p(r)Tdr > al,  Vt>0 (19)
t

donde v y T son constantes positivas e I € R"™" es la
matriz identidad.
Una vez que se ha identificado a 6, los estimados @, b,
,ey f de los pardmetros del modelo de FHN en (1) y (2)
se pueden obtener utilizando las siguientes relaciones:

a=0,+0;
b= —0,
cZ = —0; (20)
= (01 + 05)05 — 03
f = —0g
III-B. Estabilidad del algoritmo 'y convergencia

paramétrica

A continuacién se probard que el error de estimacién
€ converge a cero cuando ¢ tiende a infinito. Ademds se
probard que el error paramétrico 6 converge a cero si se
cumple la condicién de EP en (19). Para probar que e
converge a cero se utilizard la siguiente funcién definida
positiva:

V(e.0) =

1 1 -
—e? + ieTr*e (1)

2
La derivada de V' con respecto al tiempo estd dada por:

V= et + 07719

(22)
Sustituyendo (12), (17) y (18) en (22) produce
V = —k1€? — koe?||0]|> + ko207 (23)
Utilizando (16) y la siguiente desigualdad
~ 1 4 ol
00| < —10]1> + =10]12 0 24
0701 < o017+ SheIE >0 @
se obtiene
. k 1 ”
V<—e (k- L262) — ko (1 =) 102 5
2 27y
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Como las ganancias k1, k2 y -y se seleccionan para satisfacer
las desigualdades en (15), entonces V < 0y V(t) < V(0)
¥t > 0, lo cual implica que (¢, 6) estin acotados. Como 6
es acotado, se concluye que 0=0 + 6 es acotado. Ademas,
las sefiales ¢; © = 1, - - - , 6 del regresor en (11) son acotadas
puesto que una corriente u acotada y aplicada a la neurona
produce un potencial de membrana x; acotado (Barriga et
al., 2003; Izhikevich, 2004). Entonces, de (12) y de (17) se

concluye que 6 y € estan acotados. Por otro lado, al integrar
(25) se obtiene:

V({t)—V(0) < — (k1 7]2“2 2) /Otez(s)ds

—na (1= ) [ @i

Sustituyendo (15) en la desigualdad anterior resulta en

t
(kl - %sziz) / (s)ds <V(0)<oo  (27)
0

Entonces, ¢ € L. De lo anterior se determina que € €
Lo N Ly y que € € L. Aplicando el lema de Barbalat
(Ioannou y Sun, 1996) se concluye que € — oo conforme
t — oo.

Derivando (17) con respecto al tiempo produce

(26)

= %W]é + 670 — kyé (28)

La sefial € también es acotada debido a que todas las sefiales
$,0,0y %[(bT] son acotadas; nétese que 4 [#T] es acotada
porque x; y #; estdn acotados (Izhikevich, 2004; Barriga
et al., 2003). Entonces, ¢ es uniformemente continua y e
tiene un limite finito cuando ¢ — oo; aplicando el Lema de
Barbalat (Slotine et al., 1991) se tiene que é — 0 conforme
t — oo. Ahora, como V — 0 cuando t — oo y V es acotada
por abajo, entonces V' converge a un limite conforme ¢ —
0. Por lo tanto, de (21) se concluye que ||f]| converge a
un limite cuando ¢ — oo. Ademds, de (12) se tiene que
0 — 0 conforme ¢ — co. Esto significa que cuando t es
suficientemente grande 0 es practicamente una constante 6.,
entonces, de (17) resulta

" ()0, = (29)
Premultiplicando (29) por ¢ produce
¢(t)¢" ()0 = 0 (30)

Integrando la ecuacién anterior sobre un periodo de tiempo

T se obtiene
t+T ~
[ / ¢(7)¢T(T)dT] 6. =0
t

Si se cumple la condicién de EP en (19) entonces la dnica
solucién para (31) es 6. = 0, es decir, 6=0.

(€19
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IV. SIMULACIONES NUMERICAS

Para verificar el desempefio del método propuesto se
presentan simulaciones numéricas utilizando el siguiente
modelo de FHN:

#1(6) = 21(6) — 5230) — 22(0) + u(t)
i‘g (t) = —0.08$1 (t) + O.1$2 (t) + 0.07

(32)

El modelo (32) se empled previamente en (Che et al., 2012);
este modelo y el MIBI se programaron utilizando Matlab-
Simulink. Todas las simulaciones manejan un periodo de
muestreo de Ims y el método de integracion trapezoidal. La
sefial de entrada u(t) en (32) utilizada para la identificaciéon
paramétrica es una sefial discontinua, la cual se produce
mediante el bloque Band Limited White Noise de Simulink;
los parametros de este bloque son los siguientes: Noise pow-
er=0.1, sample time=0.1s, y seed=23341. Se empled esta
sefial u(t) ya que es rica espectralmente y permite que el
regresor ¢ en (10) satisfaga la condicién de EP ( Isermann y
Munchhof, 2011) mostrada en (19). Las sefiales retardadas
21(t—08) y u(t—4) en (8) y en (11) se obtienen utilizando el
bloque Integer Delay de Simulink. Todas las simulaciones
utilizan la ganancia I' = 1000diag(1,1,1,1,1,1) en (12). Se
realizaron tres simulaciones, las cuales se denotardn como
S1, S2 y S3. La diferencia entre estas simulaciones son los
parametros 9, k1 y ko empleados en el algoritmo gradiente
en (12) y (14). El valor inicial de 6 en cada simulacién
es@() [1.2, —0.55, —0.04, —0.05, 1.1, —0.1]T. La
Tabla I presenta los parametros §, k1 y ko utilizados en
cada simulacion.

TABLA I
SIMULACIONES (S).

[ ki | ko
S1 | 0.1 1 0
S2 | 0.1 | 20 | 0.5
S3 | 0.3 1 0

Las Figuras 1, 2 y 3 muestran la evolucién en el tiempo
de los pardmetros estimados por el MIBI en la primera S1,
segunda S2 y tercera simulacién S3, respectivamente. Al
comparar las Figuras 1 y 2 se observa que el incremento en
las ganancias k; y k2 incrementa el tiempo de convergencia
de los parametros estimados a, b,d,é y f Por otro lado, al
comparar las Figuras 1 y 3 se observa que el incremento del
pardmetro ¢ también incrementa el tiempo de convergencia
de @, b, d, é y f La Tabla II presentan los valores de los
Pardmetros Nominales (PN) del modelo en (32), y ademds
presenta los valores a los que convergen los estimados a,
5, ci, ey f en cada una de las tres simulaciones S1, S2 y
S3. En esta Tabla se observa que los pardmetros estimados
en cada simulacién S1, S2, S3 convergen muy cerca de los
pardmetros nominales del modelo (32).

La validaciéon de los tres modelos identificados por el
MIBI se realiza calculando con estos modelos los estados
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estimados 21 y 23 de x1 y x2. Para la validacion se excita
el modelo en (32) mediante la siguiente sefial de entrada

u(t) = 0.4sin(27 fst), fs =0.12 Hz (33)

y se resuelven las dos ecuaciones diferenciales ordinarias
en (32) utilizando los tres modelos mostrados en la Tabla
II. Los errores €; = &1 —x1 y €2 = Z9 — 2 en la estimacién
de estado se muestrean p veces y el valor de las muestras

€1(J) y €2(j) se emplean para calcular los siguientes indices

(34)

los cuales son una medida de la calidad del modelo.

La Tabla II muestra las sumatorias F; y FEo en (34)
calculadas para p = 20,000. Se observa que el mejor
desempefio se obtiene con los pardmetros obtenidos en la
primera simulacién S1.

TABLA 11
PARAMETROS ESTIMADOS POR EL MIBI.

-0.3333 -0.08 0.1 0.07

0.0704 | 1.26 | 0.64

S1 | 1.0005 | -0.3334 | -0.0805 | 0.101
S2 1.001 -0.3335 | -0.081 | 0.101 0.071 1.50 | 0.79
S3 | 0.9994 | -0.3332 | -0.0794 | 0.099 | 0.0697 | 1.26 | 0.85

V. CONCLUSIONES

Este articulo propuso el MIBI que identifica los pardmet-
ros del modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN) de una neu-
rona usando mediciones del potencial de membrana. El
algoritmo propuesto combina un método de gradiente y
una parametrizacion basada en integrales y en retardos
del potencial de membrana. E1 MIBI tiene las siguientes
dos ventajas con respecto al MIBD. Primera, el MIBI no
requiere de la estimacién de la primera y de la segunda
derivada del potencial de membrana. Segunda, el MIBI se
puede utilizar cuando la corriente aplicada a la neurona
es discontinua. Simulaciones numéricas, en las cuales el
modelo de FHN se excita con una sefial de corriente
discontinua, indican que los pardmetros obtenidos por le
MIBI son muy similares a los pardmetros nominales.
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Figura 1. Pardmetros estimados en la primera simulacién S1.
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Figura 2. Pardmetros estimados en la segunda simulacién S2.
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Figura 3. Pardmetros estimados en la tercera simulacién S3.
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