Congreso Nacional de Control Automéatico 2013
Ensenada, Baja California, Mexico, Octubre 16-18, 2013

TP

AMCA

Controlador de ganancias programadas aplicado
a la estabilizacion de una bicicleta sin conductor

J. A. Brizuela-Mendoza, Centro Nacional de Investigacién y Desarrollo Tecnol6gico-cenidet
Cuernavaca, Morelos, México. ja_briz@cenidet.edu.mx
A. Zavala-Rio, Instituto Potosino de Investigacién Cientifica y Tecnol6gica-IPICyT
San Luis Potosi, San Luis Potosi, México. azavala@ipicyt.edu.mx
C. M. Astorga-Zaragoza, Centro Nacional de Investigacion y Desarrollo Tecnol6gico-cenidet
Cuernavaca, Morelos, México. astorga@cenidet.edu.mx

Resumen— Se presentan resultados obtenidos del disefio de
control mediante la metodologia de ganancias programadas
(gain scheduling) aplicado a una bicicleta. Esto permite a
través de un torque aplicado al manubrio, mantener la
posicion vertical de la bicicleta con variacion decreciente
en la velocidad traslacional, parametro considerado como
variable de programacion. Se aborda el desarrollo de las
ganancias de control generalizadas para la instrumentacion
de cualquier prototipo bajo las mismas consideraciones
de modelado ademas del anilisis de controlabilidad y
observabilidad.
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I. INTRODUCCION

La metodologia de ganancias programadas es una técni-
ca de disefio para el control de sistemas no lineales.
Este método permite la aplicacidon de herramientas lineales
basado en un conjunto de modelos lineales que aproximan
la dindmica del sistema no lineal original, bajo la conside-
raciéon de un pardmetro (o un conjunto de pardmetros) de-
nominado variable de programacion. Una descripcion del
método de ganancias programadas puede ser consultada en
(Rugh, Shamma, 2000). El comportamiento dindmico de
la bicicleta, por su parte, representa un desafio en el disefio
de controladores debido a que la estabilidad del sistema
depende de la velocidad traslacional, cuyo valor varia a lo
largo del movimiento realizado. A este respecto, la literatu-
ra existente presenta controladores que permiten, mediante
la manipulacién del manubrio y la llanta trasera, el se-
guimiento de trayectorias definidas (Marsden,Getz, 1995)
o el balanceo de la bicicleta a lo largo de velocidades
deseadas. Trabajos que incorporan elementos adicionales
con el objetivo de mantener la verticalidad de la bicicleta
(balancines) son abordadas en (Yamakita,Utano, 2005) y
(Keo,Yamakita, 2009) bajo el uso de controladores no
lineales. En (Lei,Liao,Wei, Yonghua, 2010) se presenta el
modelado a través del método de Lagrangiano, tomando
como entradas un torque aplicado al manubrio y a la

llanta trasera; se diseflan ademas controladores no lineales
para mantener la estabilidad del vehiculo. La metodologia
de modos deslizantes también ha sido utilizada con el
mismo propésito. En (Yu,Yeh, 2011) se propone el uso
de este método incorporando acciones integrales y redes
neuronales, mientras que en (Defoort,Murakami, 2009) se
trata la estabilizacion robusta hacia trayectorias deseadas
predefinidas. Haciendo uso de las metodologias de disefio
de control inteligente, en (Dao,Chen, 2006) se presen-
tan algoritmos basados en légica difusa para recobrar la
vertical mediante la manipulacién del manubrio, mien-
tras que (Wei,Zhuang,Guo,Liao, 2009) adopta regulado-
res Lineales Quadraticos (LQ) para la estabilizacion a
velocidades altas. Si bien los trabajos mencionados con
anterioridad aplican al caso de estudio, las investigaciones
reportadas en (Andreo,Larsson,Cerone,Legruto, 2010) y
(Dzung,Legruto,Andreo,Cerone, 2009) tratan modelos que
incorporan en su ecuacién dindmica la velocidad trasla-
cional. Bajo esta consideracion los prototipos utilizados
no presentan sistemas de tracciéon en la llanta trasera;
manteniendo como objetivo de control la estabilizacién de
la bicicleta a pesar de una velocidad decreciente, cuestion
natural en la evolucién del sistema dindmico.

II. MODELO DE LA BICICLETA

El modelo de la bicicleta considerado se fun-
damenta en (Papadopoulos,Schwab,Meijaard, 2005) vy
(Meijjard,Papadopoulos,Ruina,Schwab, 2007). El procedi-
miento generador las ecuaciones de movimiento se basa en
la descomposicién de la bicicleta en cuatro subsistemas: un
marco general que incorpora un cuerpo rigido (condutor),
el marco delantero (compuesto por el manubrio) y cada
una de las llantas. Bajo este esquema se adoptan grados de
libertad referidos al dngulo de balanceo del marco general
con respecto a la horizontal ¢ y el dngulo del manubrio §.
Se involucra el efecto que tiene la velocidad traslacional
v en los diversos términos de la dinamica, tomando como
fuerzas de entrada los torques aplicados al manubrio T}



y al dngulo de balanceo Tj. Considerando variaciones
pequenas en las variables mencionadas, el modelo puede
aproximarse linealmente a través de la siguiente expresién
general.

G4 +vCaqg + (gKo+v2K1)q = f (D

donde G, C,, Ky y K; corresponden a matrices cons-
tantes de masas, amortiguaciones y rigidez, cuyos valores
numéricos dependen de la geometria fisica del prototipo

instrumentado con ¢ = [ ¢ 0 ] y f= [ Ty Ts } .
Haciendo z = [ ¢ 5 ¢ b ] y tomando como tnica
fuerza de entrada T se forma la representacion en varia-
bles de estado del modelo en cuestion.

= A(v)x + Bu
= Cx 2
r 0 0 1 0
0 0 0 1
A(w) = as1 asz + ajov?  ajsv  ajuv
L as1 asz+aixv®  alzv alv
0
o [o 10 0
Bo= €= { 0010 } ®)
L ba

La Ec. (2) determina un conjunto de sistemas lineales
parametrizados en la variable de programacién v, involu-
crada polinomialmente.

III. ANALISIS DEL MODELO DINAMICO
1II-A. Estabilidad interna

Partiendo de las Ecs. (2-3), se adopta, para efectos ilus-
trativos de la metodologia propuesta, coeficientes matricia-
les de acuerdo a (Andreo,Larsson,Cerone,Legruto, 2010)
bajo la suposicién de que las tnicas salidas medibles
corresponden a 8 y ¢ .

0 0 1 0
1o 0 0 1
AW) =1 1367 022513190 —0.1640 —0.5520
4.857 1081 — 1.1250>  3.621v  —2.388v
)

La Fig. 1 presenta la parte real de los eigenvalores del
sistema en lazo abierto para una variacién de v € [0 5] 2,
manifestdndose la inestabilidad del sistema a lo largo de

casi todo el rango de velocidad aplicado.
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EVOLUCION DE EIGENVALORES DE MATRIZ A(v)
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Figura 1. Parte real de los eigenvalores de A(v)

1II-B. Controlabilidad

Debido a la dependencia en el sistema de la variable
de programacién, pueden existir valores que generen la
condicién de pérdida de controlabilidad. En este sentido
se presenta el andlisis inicialmente en su expresion genera-
lizada y después para los valores numéricos en referencia
a la Ec. (4). Formando la matriz de controlabilidad:

Ac=[ B A(w)B A*’(v)B A*(v)B ] 5)

se sabe que la condicién para la controlabilidad requiere
que Rank(A.) =n o |A.| # 0. Por lo tanto, obteniendo
|Ac| (donde || representa la operacién determinante):
[Ac] = (Ac23Ac31A044 — Ac23Ac3aAc a1 —
Ac,24A¢,31A¢,43 + Ac,2aAc,33A¢41)Aci2 +
(Ac22A¢,34Ac41 — Ac22Ac31A¢ 14 +
Ac24Ac31Ac 12 — Ac24aAc3200,41)Acis +
(Ac22A¢,31A¢,43 — Ac22A¢ 3300 a1 —
Ac23Ac31A0 42 + Ac23Ac32A¢,41) A, 14 (6)

y haciendo uso de valores numéricos para la ma-
triz de entradas B = [0 0 —0.339 7.457 ] de
(Andreo,Larsson,Cerone,Legruto, 2010), se tienen los si-
guientes resultados.

0 —0.339 —4.0607v

A 0 7.457 —19.0348v
c = —0.339  —4.0607v  1.3374v% — 2.9563
7457  —19.0348v  22.3624v2 + 78.964

1.33740% — 2.9563
22.362402 + 78.964
12.54360° — 102.8953v
—27.144503 — 424.7592v

(M

|Ac| = —5806.53210" + 19463.12740% — 22.3115  (8)
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Considerando |A.] = 0 es generado el siguiente
conjunto de valores de v que producen la pérdida de
controlabilidad. Dentro de estos valores criticos se toman
unicamente las raices reales positivas, situacion aplicada
de igual forma al andlisis de observabilidad.

v € {1.83051628, 0.033863576} 9)

III-C. Observabilidad

Tomando § y (;5 como salidas medibles se presenta el
andlisis de observabilidad para cada una de ellas, con el
objetivo de determinar valores de v que generan la pérdida
de dicha condicién en el modelo.

Haciendo Cy = [ 01 0 0 ], construyendo la ma-
triz de observabilidad:

Ch
ClA(’U)
C1A%(v)
C1A3(U)

y procediendo de forma similar que en el caso de contro-
labilidad, se tiene:

Ao = (10)

|Aol| = A01,33A01,41 - A01,31A01,43
= 182.1204v> — 23.5904 (11
con raiz:
v = 0.35991 (12)

Finalmente tomando C2 =[ 0 0 1 0 |:

Ca
_ CQA(’U)
AOQ - CQAQ(’U) (13)
C2A3(v)
0 0 1 0
_ Ao221 Do222 Ao223 Ao224
Aoz = Ao231 Ao2,32 Aos23z  Ao234 a4
Ao2a1 Doza2 Aoz Ao2a

[Ao2| =

(Ao2,32A02,44 — Ao2,34A02,42)A02,21
+(Ao2,34Ao2,41 — A02,31Ao2,44)Ao2,22
+(Ao2,31 Ao2,40 — Ao2,32Ao2,41)Ao2,24

= 3.08540° — 82.6582v" + 527.15390°
—7.4256 (15)

v € {4.04326, 3.22923, 0.11882} (16)
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Por lo tanto se tiene la condicién de pérdida de obser-
vabilidad en los valores de v:

v € {0.35991, 4.04326, 3.22923, 0.11882} 7

IV. DISENO DEL CONTROLADOR

El diseno del controlador involucra el método de re-
ubicacién de polos. El objetivo de control consiste en,
partiendo de cualesquiera condiciones iniciales para los
dngulos de balanceo ¢ y manubrio J, ademds de la
velocidad v, mantener la posicion vertical de la bicicleta.
Se propone una ley de control por retroalimentacién de
estados:

u=—k(v)x (18)

tal que sean posicionados los eigenvalores del lazo cerrado
del sistema:

z = (A(v) — Bk(v))z (19)
con:
k:(v) = [ k‘l (U) /(32(’[)) kg(v) /(34(1]) ] (20)
en un polinomio Hurwitz:
P =X\ 4 p3\* + p2 A + pi) + po 21

donde los subindices p; ¢ = 3,---,0 determinan
los eigenvalores caracteristicos de un comportamiento
dindmico definido. El procedimiento de disefio parte de
la forma generalizada que adopta el sistema presentado
en la Ec. (3) y lleva a cabo los siguientes pasos:

m Obtener la matriz de estado de sistema en lazo
cerrado (Ec. (19)).

Av) = (A(v) = Bk(v)) (22)
0 0
0 0

asr — bgk1 (’U)
aql — b4k1 (’U)

a§2v2 + aszz — bsko (U)
afov? + asz — baka(v)

1 0
0 1
a§3v — bsks (U) a§41} — b3k4(v) (23)
aizv — baks(v)  ajgv — baka(v)
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= Calcular A — A(v), donde I corresponde a la matriz p3 + (azs + aig)v

identidad de dimensiones compatibles. p2 + (aia — ajzais + aluals)v® + asi + asz
Y= {pl + (a52ais — a§3a22)vg + (as2ais — azialy
A 0 —a33a42 + a34041)0}
N 0 A po + (a32a41 — a31a12)02 — a31042 + a32041
—Aw) = | _ An() —As(v) (29)
—A41 ('U) —A42 (’U)
-1 0 = Despejar el vector de incdgnitas k, denotando los
0 -1 términos en las Ecs. (28-29) de forma tal que:
- . (24)
A __ASS(U) —A§4(’U) 0 0 mi3  Mia Y1
—Auz(v) A — Aua(v) _ | m21 m22 M2z Mmas | Y2
m = Y= (30)
- m31  M32 M33 M34 Y3
= Obtener ‘)\I — A(v)] y factorizar en términos de . mar maz2 0 0 Y4
M —A(v)| = A 4 (—Ass — Aaa)\® + (Asz Aug k1
—AggAyz — Ags — A31))\2 + (As1Awa ]lz; =m 1ty 31
—As2Aus — AnAss + AssAs) A + ks
A31A42 - A32A41 (25) 1 . . .
= Obtener m~ " en términos de (30), considerando
m~1(i) i = 1,--- ,4 como como los vectores co-
» Generar la Ec. (25) en términos de la matriz en lazo lumna de m~—1:

cerrado del sistema.
1

1 1 1 1
N . . m = m- (1) m (2) m (3) m (4
= A+ ((—a3s — ala)v + bsks + baka) N> + ((adzals — |m| [ ) @ ®) @ ]
* * * 2 * * * (32)
aiy — a34043)0" + ((a34bs — aysb3)ks — (a33bs — donde:
alsbs)ka )v 4 baki — aaz — azi + bako) N + ((a3sals
—agiajb)v?’ j‘ (a32bs — agzb?’)kﬂj + (aSlaZi — as2ais Ma2(Ma23M34 — M24Mm33)
—(assba — aisbs)kz + (a34ba — aisbs)k1 + assasz — —my1 (Ma3mazs — Ma4ms33)
—a34a41)v + (a32bs — as2b3)ks + (aa1b3 — az1ba)ka )X m~(1) = {Em24m31 - m21m34gm42? (33)
. . . . M22M34 — MaaM32)M
+(asials — a3saan + (agoba — alzbs)k1)v” + asias {(mifmzi - miimi)mi;+
+(as2bs — aa2b3)k1 + (aa1bs — az1ba)ka — asz2aa1 (26) (magmsa — maamas)mai }
[ —maz2(mizmss — miamss) ]
= Acomodar en forma matricial lo obtenido en la Ec. m N (2) = ma1(Mismas — Miamss) (34)
(26) igualando a Py despejandoen k; 1 =1,--- ,4, —m1a(ms1maz — M32mai)
de acuerdo a: ma3(Mma1maz — M32mMa1)
k: ma2(Mi3mas — M1ama3)
kl m(3) = —ma1(mMmi3maa — M1amas) 35)
m ka =y 27 mi4(Mma1maz — Ma2mai)
kS L —mas(ma1maz — maama1) |
4
donde: {(ma3zms2 — mazmaz)mis+
(maamas — maamsa)mas}
0 0 w = | (s Zmamapet | o
bg b4
. X . X M22M31 — M21M32)M14
m = (a34ba — alsb3)v —(a3sbs — alsbs)v ( _
{(03254 — ajab3)v? a41b3 — az1bs (ma1maz — mazmai)mis
+aszabs — aszbs}
bs by |m| = (mizmasmsr — mizmoimas +
(a§4b4 - a2;14b3)1)2 —(a33bs — a§3b3)1’ M14M21M33 — M14M23M31)Ma2 +
{(asabs — alsbs)v aa1bs — az1ba (28) (m13mazmas — mizmaamas —
+asaby — aazbs}
0 0 M 14M22M33 + M14M23M32)M41 37N
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» Determinar las expresiones finales para k; i@
1.---

k1

ko

k3

ka

3

4.

)

(a2 (mazmss — maamss)yr — maz(mizmss —
ma1am33)y2 + maz(migmaoa — miamasz)ys +

((ma3ms2 — mazmas)maa + (mazmss —

M24M32)M13)Y4 ) (ﬁ) (38)

(—muai(masmss — maamss)yr + mai(mizmss —
miamss)yz — ma1(Mmismas — miamas)ys +

((m21mss — mazms1)maa + (maams; —

M21M34)M13)Y4 ) <ﬁ> (39)

((ma2amsz1 — ma1maa)maz + (Maamszs —
Maams2)ma1)y1 — mia(Mmaimaz — maamar)ys +

mia(maimaz — maamar)ys — ((Mmaimsz —
1
M22M31)M14)Y4 ) <—> (40)
|m|

((m21m33 — masmai)maz + (Mmasmsz —
Maamss)ma1)y1 + miz(maimaz — maamar)ys —

miz(ma1maz — maama1)ys + ((maimsz —
1
Mi221M31)M13)Y4 ) <—>
Im|

V. RESULTADOS

(41)

La Fig. 2 presenta los eigenvalores en lazo cerrado
haciendo uso de un polinomio Hurwitz con raices en

Ai =
velocidad v € [1 1.8]

-1,

Parte real de eigenvalores

—3, =5, —T i
E.

1,---,4 bajo el rango de

P

A1+ 160% + 867 + 176 + 105 (42)

SISTEMA EN LAZO CERRADO

1.3 14 15
Velocidad traslacional (m/seg)

Figura 2. Parte real de eigenvalores en lazo cerrado en funcion de v

La Fig. 3 presenta, por su parte, las ganancias de
controlador en funcién de v ademds de la variacién de
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la variable de programacién. La evolucién del sistema
controlado bajo una condicién inicial en el dngulo de
balanceo ¢ = —2.25 se observa en la Fig. 4. Se utiliza
filtracién e integracién numérica para el resto del vector

de estados.

GANANCIAS DEL CONTROLADOR
T

Magnitud

1 2 3 4 5 6 8 9
Tiempo (seg)
VELOCIDAD TRASLACIONAL
1. T T T
161 4
2
81ab R
E
1.2 —
[ 1 2 3 4 5 7 8 9 10
Tiempo (seg)
Figura 3. Ganancias de control y variacién de v

SISTEMA CONTROLADO

Magnitud
i

20|

- --Angulo Balanceo
- - -Angulo Manubrio
=+ Velocidad Angulo Balanceo
— Velocidad Angulo Manubrio

4 5
Tiempo (seg)
SENAL DE CONTROL

—u=—k(v){

Magnitud

4 5 6
Tiempo (seg)

Figura 4. Evolucién del sistema controlado y sefial de control

Las Figs. 5-7, por su parte, presentan los resultados
obtenidos utilizando \; = —4, —4, —6, =7 ¢ =1,--- ,4,

para ¢ = 1.5.

P ="+ 210% + 162X\ + 544\ + 672

SISTEMA EN LAZO CERRADO

un rango de velocidad v € [0.6 1.4] JZ- y condicién inicial

€9

43)

|
&

Parte real de eigenvalores

,
09 1 11
Velocidad traslacional (m/seg)

Figura 5.

Parte real de eigenvalores en lazo

cerrado en funcion de v
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GANANCIAS DEL CONTROLADOR
T T

T T T T T T T
,,,k‘
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3
€os 1
06
o . | \ . | 1 . | \
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Figura 6. Ganancias de control y variacion de v

SISTEMA CONTROLADO

T T
- - - Angulo Balanceo

ngulo Manubrio
= *=Velocidad Angulo Balanceo
— Velocidad Angulo Manubrio

Magnitud

4 5 6
Tiempo (seg)
SENAL DE CONTROL

Magnitud
o &
.

5
Tiempo (seg)

Figura 7. Evolucién del sistema controlado y sefial de control

Finalmente con el objetivo de verificar el andlisis reali-
zado en la seccion III-B se presenta, en la Fig. 8, las ga-
nancias de control y variacién de v para v € [1.4 2.2] 2
utilizando la Ec. (44). Es posible visualizar la pérdida de
controlabilidad en el sistema en v ~ 1.83, manifestandose
en el transitorio de las ganancias de control.

N = —1,-7,-9 -17 i=1,---,4
P = A\ 4+34)% + 368)\% + 1406\ + 1071 (44)

g GANANCIAS DEL CONTROLADOR
T T

' ,k‘
aF | — -k2
R ; ek
= K —k
g i 4
: i
e ! 1
|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (seg)
VELOCIDAD TRASLACIONAL
2. T T T T T T T T T
o 1
g
£ 1.8] 4
E
1.6 —
0 1 2 3 7 8 9 10

4 5 6
Tiempo (seg)

Figura 8. Ganancias de control y variacién de v

VI. CONCLUSIONES

La técnica de control por ganancias programadas es una
metodologia para sistemas no lineales que ha mantenido
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su aplicacién con el paso del tiempo. En el presente
articulo se muestran los resultados de la aplicacién de un
control basado en esta metodologia al modelo dindmico
de una bicicleta. Se concluye, a partir de los resultados
observados, que este diseflo permite estabilizar en buena
medida al sistema bajo la consideracién de una variacién
lenta en la velocidad traslacional. Con respecto a trabajos
anteriores, la metodologia presentada involucra un enfoque
analitico que evita la necesidad de soluciones basadas en
aproximaciones numéricas, relativas principalmente, a las
Desigualdades Matriciales Parametrizadas.
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