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Resumen— Se presenta el diseño de un observador global,
basado en modos-deslizantes de alto-orden, para sistemas
lineales con parámetros invariantes en tiempo y afectados por
entradas desconocidas acotadas. Este algoritmo garantiza la
observación de los estados, y la identificación de la entrada
desconocida, de manera global para sistemas que satisfacen las
condiciones necesarias y suficientes de observabilidad fuerte
o detectabilidad fuerte. La convergencia de los estados se
lleva a cabo en tiempo finito y de manera exacta para el
caso fuertemente observable. La precisión de el esquema
de observación, en presencia de ruido determinístico o de
muestreo también es calculada.

I. I NTRODUCCIÓN

I-A. Antecedentes y motivación

La observación de estados en presencia de entradas
desconocidas es uno de los problemas mas importantes en
la teoría de control moderna. Las condiciones estandar para
realizar la observación de estos sistemas [1] establecen que
la entrada desconocida pueda ser acoplada por las salidas
del sistema (que el sistema sea de grado relativo 1). Este
requerimiento no puede ser satisfecho en muchas ocasiones,
incluso, un sistema mecánico afectado por fuerzas externas
y con solo su posición medible no satisface esta condición
[2].

La observación robusta de estados basada en modos-
deslizantes es un tema que ha sido estudiado exitosamente
durante los últimos años dentro del campo de los Sistemas
de Estructura Variable ([3], [4], [5], [6]). La observación
de estados basada en modos-deslizantes resulta atractiva
debido a sus características como son, insensibilidad (mas
que robustez) con respecto a las entradas desconocidas y la
posibilidad de utilizar la inyección equivalente de salida.

Por otro lado, el diferenciador robusto exacto basado en
modos-deslizantes ([7]) logra la mejor presición posible
de la r-ésima derivada ε

1
r+1 en presencia de ruido de

amplitúd ε. Desafortunadamente, el observador requiere
que la derivada de ordenr + 1 se encuentre acotada. En
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la práctica esto se traduce en qué el funcionamiento del
diferenciador se puede garantizar solo de forma local [2].

I-B. Contribución

Son diseñados algoritmos de observación e identificación
para sistemas lineales invariantes en tiempo (LTI) con
entradas desconocidas acotadas, proporcionando: a) ob-
servación exacta, con convergencia en tiempo finito, del
vector de estados para sistemas fuertemente observables;
b) identificación exacta, con convergencia en tiempo finito,
de entradas desconocidas suaves para el caso de sistemas
fuertemente observables; c)estimación asintótica de los es-
tados inobservables y de las entradas desconocidas para el
caso de sistemas fuertemente detectables.

Para alcanzar estas metas, las condiciones necesarias y
suficientes de observabilidad y detectabilidad fuertes son
reformuladas en términos del grado relativo del sistema con
respecto a la entrada desconocida. Un término lineal tipo
Luenberger es introducido garantizando la convergencia del
error de estimación a una región acotada del origen. El difer-
enciador robusto exacto basado en modos-deslizantes de
alto-orden ([7]) es modificado garantizando la convergencia
a cero en tiempo finito del error de estimación de los estados
en presencia de entradas desconocidas. Las precisiones de
los algorimos son estimadas en presencia de ruidos medibles
en sentido de Lebesgue y muestreos discretos.

II. D ESCRIPCIÓN DEL SISTEMA

II-A. Planteamiento del problema

Considere un sistema LTI

ẋ = Ax + Bu + Dζ(t), D 6= 0

y = Cx, (1)

en dondex ∈ R
n, y ∈ R, ζ ∈ R es la entrada desconocida

(perturbación),u ∈ R es la señal de control (conocida) y
las matricesA,B,C,D son conocidas y de dimensiones
adecuadas. Se considera que todas las entradas del sistema
permiten la extensión de cualquier solución a lo largo del
semi-ejet ≥ 0.

El objetivo es diseñar un observador que garantice la es-
timación asintótica (preferiblemente convergencia exacta y
en tiempo finito) de los estados y de la entrada desconocida.
Sin pérdida de generalidad se asume que la señal de control
u es igual a cero (i.e.,u(t) = 0).
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II-B. Observabilidad y detectabilidad fuertes

Definición 1. s0 ∈ C es llamado un zero invariante de la
tripleta{A,C,D} si rank R(s0) < n+rank (D), en donde
R(s) es la matriz de Rosenbrock para el sistema (1):

R(s) =

[

sI − A −D

C 0

]

(2)

Definición 2. [1] El sistema (1) es llamado fuertemente
observable si para cualquier estado inicialx(0) y entrada
desconocidaζ(t), y(t) ≡ 0 (∀t ≥ 0) implica x ≡ 0 (∀t ≥
0). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El sistema (1) es fuertemente observable.
(ii) La tripleta {A,C,D} no tiene zeros invariantes.
Definición 3. [1] El sistema es fuertemente detectable

si para todaζ(t) y x(0) se tiene quey(t) = 0 (∀t ≥ 0)
implica x → 0 para t → ∞ . Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) El sistema (1) es fuertemente detectable.
(ii) El sistema (1) es de fase mínima (los zeros invariantes

de la tripleta{A,C,D} satisfaceRe s < 0).
Sea la matriz de observabilidad dada por

P =
[

CT (CA)T · · · (CAn−1)T
]T

.

Recordemos que el sistema (1) es observable (en ausencia
de entradas desconocidas) si y solo si la matrizP es
de rango completo. En ese caso, mediante la selección
adecuada de la matriz columnaL, se puede asignar arbi-
trariamente el espectro de la matrizA − LC. Al rango de
la matrizP (denotado comonO) se le conoce como indice
de observabilidad del sistema.

Definición 4. [8] El grado relativo del sistema (1) con
respecto a la entrada desconocida está dado por el número
r, tal que

CAjD = 0, j = 1, ..., r − 2, CAr−1D 6= 0. (3)

II-C. Observabilidad y detectabilidad fuertes en función
del grado relativo con respecto a la entrada desconocida.

Sea el grado relativo del sistemar y considere quer ≤ n,
aplicando un cambio de coordenadas apropiado el sistema
(1) se puede escribir como

ẋ1 = A11x1 + A12x2 + B1u + D1ζ,

ẋ2 = A21x1 + A22x2 + B2u,

y = C1x1

(4)

en donde las matricesA11 ∈ R
r×r, C y D toman la

siguiente forma

A11 =











0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
a1 a2 · · · ar











, A12 =











0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0
δ · · · 0











en dondeδ = 0 parar = nO, o bien,δ = 1 si r < nO.

D1 =
[

0 ... 0 d
]T

, d 6= 0, (5)

C1 =
[

1 0 ... 0
]

.

Para el caso en el quey ≡ 0, la dinámica de (4) se reduce
a ẋ2 = A22x2, esta dinámica es llamada la dinámica-zero
del sistema ([8]). Es importante hacer notar que los valores
propios de la matrizA22 coinciden con los zeros invariantes
del sistema (1). Entonces, el sistema es llamado de fase-
mínima siA22 es Hurwitz dado que para este casoy ≡ 0
implica x → 0.

Teorema 1:El sistema (1) es fuertemente observable si
y solo si la salida del sistema (1) es grado relativon con
respecto a la entrada desconocidaζ(t).

Teorema 2:El sistema (1) es fuertemente detectable si y
solo si el grado relativo del sistema con respecto aζ existe,
esto esr ≤ nO, y el sistema es de fase-mínima.

III. D ISEÑO DEL OBSERVADOR PARA UN SISTEMA

FUERTEMENTE OBSERVABLE

III-A. Observación de estados

Supponga que (1) satisface las siguientes afirmaciones.
Afirmación 1: El sistema (1) es de grado relativon con

respecto a la entrada desconocida (i.e.ζ(t)).
Esta afirmación garantiza que el sistema sea fuertemente

observable. La siguiente afirmación tiene dos variantes
Afirmación 2: La entrada desconocidaζ(t) es una fun-

ción acotada y medible en el sentido de Lebesgue,|ζ(t)| ≤
ζ+.

Afirmación 3: La entrada desconocidaζ(t) es una fun-
ción acotada,|ζ(t)| ≤ ζ+, con derivadas sucesivas has-
ta el gradok acotadas por la misma constanteζ+

1 . La
késima derivada es una función Lipzchitz con una constante
Lipzchitz menor aζ+

1 . Entoncesζ(k+1)(t) existe y es una
función acotada y medible en el sentido de Lebesgue,
|ζ(k+1)(t)| ≤ ζ+

1 .
La anterior afirmación será utilizada para la estimación

de la entrada desconocida. El observador es diseñado de la
siguiente forma

ż = Az + Bu + L(y − Cz), (6)

x̂ = z + Kv, (7)

v̇ = W (y − Cz, v), (8)

en dondez, x̂ ∈ R
n, x̂ es el estimado dex y la matriz

columnaL = [l1, l2, ..., ln]T ∈ R
n es un factor de cor-

rección elegido de tal forma que los valores propios de la
matrizA−LC tengan partes reales negativas. La existencia
de la matrizL está garantizada por la Afirmación 1 y el
Teorema 1. La matrizK, el vectorv y la función nolineal
y discontínuaW son elegidas de acuerdo a la elección de
la Afirmación 2 o 3.

El observador se encuentra compuesto de dos partes.
La ecuación (6) representa un observador Lueberger tradi-
cional, el cuál permitirá garantizar que la diferenciaz−x se
mantenga acotada en una vecindad del orígen proporcional
a la entrada desconocidaζ. Por otra parte, la ecuación
(8) representa un esquema basado en modos-deslizantes de
alto-orden y garantiza la convergencia a cero del error de
estimación en un tiempo finito.
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Suponga el caso en el que solo se desea observar los
estados del sistema, para este caso se considera que las
Afirmaciones 1 y 2 se cumplen. Note que para el caso en
quen = 1 el único estado a ser observado coincide con la
salida del sistema, por lo que la aplicación de un observador
resulta redundante. Considere quen > 1.

Dado que el par(C,A) es observable, los valores propios
de la matriz (A− LC) pueden ser asignados de manera
arbitraria mediante la elección adecuada de los elementos
de la matriz columnaL ([9]). LlamemosÃ = A−LC. La
matriz de observabilidad del par(C, Ã) está dada por

P̃ =
[

CT (CÃ)T · · · (CÃn−1)T
]T

(9)

esta matriz es no singular y de rangon. Defina aK = P̃−1

por lo que (7) se puede escribir como

x̂ = z + P̃−1v. (10)

La parte nolineal del observador (8) se define como

v̇1 = w1 = −αnM1/n|v1 − y + Cz|(n−1)/n ×

sign(v1 − y + Cz) + v2,

...

v̇n−1 = wn−1 = −α2M
1/2|vn−1 − wn−2|

1/2 ×

sign(vn−1 − wn−2) + vn,

v̇n = −α1M sign(vn − wn−1), (11)

en dondevi, zi y wi, i = 1, ..., n son las componentes
de los vectoresv, z y w respectivamente. El parámetro
M se escoge de tal forma queM > |d|ζ+, en donde
d = CAn−1D. Las constantesαi son definidas de manera
recursiva como se muestra en ([7]). En particular, una de
las posibles elecciones para estas constantes esα1 = 1,1,

α2 = 1,5, α3 = 2, α4 = 3, α5 = 5, α6 = 8, las cuáles
son suficientes para un sistema de grado relativon ≤ 6.
Para su implementación computacional, los valores de las
variables internasvj andwj , j = 1, ..., n, deberán llevarse
a cabo utilizando valores simultaneos del muestreo de las
funcionesy, z y vj .

Designe axO = Px como el vector de estados observ-
ables en su forma canónica, y nombre aeO = P (x̂ − x)
como el vector de errores de estimación en su forma
canónica.

Teorema 3:Sean satisfechas las Afirmaciones 1 y 2, y
sea la salida del sistema alterada por un ruido de amplitúd
máxima ε, el cuál es una función medible en el sentido
de Lebesgue. Entonces, con la adecuada elección de las
constantesαj y M , los estadosx del sistema son estimados
en tiempo finito por el observador (6), (9) - (10). En
presencia del ruido de magnitudε los errores de observación
eOi = x̂Oi−xOi = CAi−1(x̂−x) son de ordenε(n−i+1)/n.
Esto implica que las desigualdades|eOi| ≤ γiε

(n−i+1)/n

son satisfechas para una serie de constantesγi > 0 que
dependen de los parámetros del observador y del sistema, y
de la cota máxima de la entrada desconocida. En particular,

los estadosx serán estimadosexactamentey en untiempo
finito en ausencia de ruidos.

Considere que la saliday es muestreada en intervalos de
tiempo constantesτ . Substituyendōe1(tj) = y(tj)−Cz(tj)
por el términōe1 = y−Cz en (6), (8),t ∈ [tj , tj+1), tj+1−
tj = τ , se obtiene el observador para intervalos discretos.
Note que el muestreo simultaneo de las componentes del
vector ē1 es importante.

Teorema 4:Considere que las Afirmaciones 1, 2 se
cumplen, los parámetros del observador son elegidos como
en el Teorema 3 y que la salida es medida sin errores en in-
tervalos de tiempo, suficientemente pequeños,τ . Entonces,
después de un transitorio de duración finita los errores
canónicos de observacióneOi = CAi−1(x̂i − xi) son de
ordenτn−i+1.

Teorema 5:Bajo las condiciones del Teorema 4 con-
sidere que la parte no lineal del observador (11) es realizada
(en computadora) haciendo uso del método de intergración
de Euler con una constante de tiempo menor aτ . Entonces
se obtienen los mismos resultados del Teorema 4.

III-B. Identificación de la entrada desconocida

Suponga que las Afirmaciones 1 y 3 son satisfechas.
considere quev ∈ R

nO+k satisface la equación diferencial
no lineal (8) en la siguiente forma

v̇1 = w1 = −αn+k+1M
1/(n+k+1)|v1 − y(t)+

Cz|(n+k)/(n+k+1) sign(v1 − y(t) + Cz) + v2,
...
v̇n = wn = −αk+2M

1/(k+2)|vn − wn−1|
(k+1)/(k+2)×

sign(vn − wn−1) + vn+1,
...
v̇n+k = wn+k = −α2M

1/2|vn+k−1 − wn+k−2|
1/2×

sign(vn+k−1 − wn+k−2) + vn+k,

v̇n+k+1 = −α1M sign(vn+k+1 − wn+k),

en dondeM satisfaceM > ζ+
1 . Como se dijo anterior-

mente, (11) tiene una forma recursiva y los parámetrosαi

son calculados de la misma forma ([7]). Cabe recordar que
en su implementación en una computadora, las variables
internaswj , j = 1, ..., n+k, deberán ser calculadas usando
valores muestreados simultaneamente dey, z1 y vj .

La convergencia en tiempo finito del método permite
asegurar que la igualdad̄e = ω es satisfecha después de
un tiempo finito, en dondeω es el vector truncado

ω = (v1, ..., vn)T . (12)

La siguiente ecuación es utilizada

x̂ = z + P̃−1ω (13)

sustituyendo a (7) y la matriz̃P se define como (9).
La estimación de la entrada desconocida se lleva a cabo
utilizando la ecuación

ζ̂ = 1
d (vn+1 + (a1v1 + a2v2 + ... + anvn)) ,

sn + ansn−1 + ... + a1 = det(sI − (A − LC))
(14)
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en donde la segunda línea representa el polinomio carac-
terístico de la matrizA − LC.

Teorema 6:Considere que las Afirmaciones 1 y 3 son
satisfechas, considere que la salida es alterada por un ruido
medible en el sentido de Lebesgue de amplitúd máxima
ε. Con una apropiada elección deαj y M , en ausencia
de ruido, el estado del sistemax es estimado en tiempo
finito de forma exacta por el observador (6), (12) - (14).
En presencia de ruido el error de observación en forma
canónicaeOi es de ordenε(n−i+k+2)/(n+k+1). El error
de estimación de la entrada desconocidaζ será de orden
ε(k+1)/(n+k+1).

Teorema 7:Considere que las Afirmaciones 1, 3 son
satisfechas, los parámetros del observador son elegidos de
acuerdo al Teorema 6 y la salida es medida en ausencia
de ruido y en intervalos discretos suficientemente pequeños
τ . Entonces, después de un tiempo finito, los errores de
estimación en forma canónicaeOi son de ordenτn+k−i+2,
y la estimación de la entrada desconocidaζ es de ordenτk.

IV. D ISEÑO DEL OBSERVADOR PARA UN SISTEMA

FUERTEMENTE DETECTABLE

IV-A. Observación de estados

Considere la siguiente Afirmación.
Afirmación 4: El sistema (1) es de grado relativor, con

respecto a la entrada desconocidaζ, y conr < n. El sistema
(1) es de fase-mínima.

Defina
ż = Az + Bu + L(y − Cz). (15)

Es fácil provar que tanto el grado relativo, como el índice
de observabilidad no cambian para el sistema del error (A−
LC,D,C). Esto puede considerarse debido a que el espacio
inobservable del sistema (1) no es alterado. Considere la
transformación(xT

1 , xT
2 )T = Tx = [T1 T2]

T x que lleva al
sistema (A−LC,D,C) a la forma (4). Defina la matriz de
ganancia comoK = T−1. Esto representa que

A − LC = T−1

[

A11 A12

A21 A22

]

T, (16)

en donde las matricesA11 ∈ R
r×r, A12 ∈ R

r×n−r.
La parte nolineal del observador (8) está dada por

v̇1 = w1 = −αrM
1/r|v1 − y(t) + Cz|(r−1)/r ×

sign(v1 − y(t) + Cz) + v2, (17)
...

v̇r−1 = wr−1 = −α2M
1/2|vr−1 − wr−2|

1/2 ×

sign(vr−1 − wr−2) + vr,

v̇r = −α1M sign(vr − wr−1),

en dondevi, zi y wi son las componentes de los vectores
v, z y w respectivamente,M > |CAr−1D|ζ+. Para estimar
el resto de las coordenadas introduzca

ω1 = (v1, ..., vr)
T , ω2 ∈ R

n−r, (18)

finalmente
ω̇2 = A21ω1 + A22ω2,

x̂ = z + T−1

[

ω1

ω2

]

.
(19)

en dondeω2 ∈ R
n−r. SeanO = rankP , r ≤ nO ≤ n, y

defina comoPnO
a la submatriz deP compuesta por los

primerosnO renglones deP . Recordemos quexO = PnO
x

es llamdo el vector de estados en su forma canónica. Al
vectoreO = PnO

(x̂− x) se le nombrará como el vector de
errores de observación en su forma canónica.

Teorema 8:Sean las Afirmaciones 4 y 2 satisfechas y la
salida del sistema afectada por un ruido de amplitud máxima
ε, medible en el sentido de Lebesgue. En presencia del ruido
el error de observación en su forma canónicaeOi será de
orden ε(r−i+1)/r en donde1 ≤ i ≤ r. El resto de los
errores de observación tenderán a cero de forma asintótica
en ausencia de ruido (i.e. conε = 0) y a una región de
orden ε1/r en presencia del ruido. Este mismo límite en
la precisión de la estimación será obtenido para losn − r

estados restantes.
Considere quey es muestreada en intervalos discretos

constantesτ . Substituyendoy(tj) por y en (6), (7), t ∈
[tj , tj+1), tj+1 − tj = τ , se obtiene una versión discreta
del observador.

Teorema 9:Considere que las Afirmaciones 4, 2 son
satisfechas, los parametros del observador son ajustados de
acuerdo al Teorema 3 y la salida del sistema es medida
en ausencia de ruido en intervalos constantes de tiempo
τ . Entonces, después de un tiempo finito, los errores de
observación en su forma canónicaeOi = x̂ri

− xri
son de

ordenτ r−i+1. Los errores de observación para los estados
xr̄ es de ordenτ .

IV-B. Identificación de la entrada desconocida

Considere que son satisfechas las Afirmaciones 4 y 3.
Considere quev ∈ R

r+k satisface la ecuación diferencial
nolineal

v̇1 = w1 = −αr+k+1M
1/(r+k+1)|v1 − y(t)+

Cz|(r+k)/(r+k+1) sign(v1 − y(t) + Cz) + v2,
...
v̇r = wr = −αk+2M

1/(k+2)|vr − wr−1|
(k+1)/(k+2)

sign(vr − wr−1) + vr+1,
...
v̇r+k = wr+k = −α2M

1/2|vr+k−1 − wr+k−2|
1/2

sign(vr+k−1 − wr+k−2) + vr+k,

v̇r+k+1 = −α1M sign(vr+k+1 − wr+k),
(20)

en dondeM es una constante y los parámetrosαi pueden
ser seleccionados de la misma forma antes descrita ([7]).
Considere como una selección particular los valoresα1 =
1,1, α2 = 1,5, α3 = 2, α4 = 3, α5 = 5, α6 = 8, que
pueden ser usados para un sistema conr + k ≤ 5. La
identificación de la entrada desconcidaζ se puede obtener
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mediante

ζ̂ = 1
d (vr+1 − (a1v1 + a2v2 + ... + arvr+
ar+1ω21 + ... + anω2,n−r))

(21)

en dondeω21, ..., ω2,n−r son los componentes deω2 de
(17), (19). Los siguientes Teoremas son formulados de
forma análoga.

Teorema 10:Considere que las Afirmaciones 3 y 4 son
satisfechas. En presencia de ruido de amplitúd máxima
ε, el observador (15), (16), (18) - (20) proporciona una
convergencia en tiempo finito a una región de orden
ε(r+k−i+2)/(r+k+1), 1 ≤ i ≤ r, para las primerasr
componentes del error de observación en su forma canónica
eO. El resto de las componentes del error de observación
tiende cero asintóticamente en ausencia de ruido; y a una
región de ordenε(k+2)/(r+k+1) en presencia de ruido, la
misma precisión es obtenida para el resto de losn − r

estados en su forma canónica. La entrada desconocida es
estimada asintóticamente conε = 0, y en presencia de
ruido, se garantiza una convergencia asintótica a una región
de ordenε(k+1)/(r+k+1).

Teorema 11:Sean satisfechas las Afirmaciones 1, 3, 4,
los parámetros del obsevador elegidos de acuerdo al Teore-
ma 10 y la salida medida en usencia de ruido en intervalos
constantes de tiempoτ . Entonces, después de tiempo finito,
el error de observación en su forma canónicaeOi es de
ordenτ r+k−i+2, para1 ≤ i ≤ r, y el error de estimación de
la entrada desconocidaζ converge a una región de ordenτk.
La estimación del resto de los estados es de ordenO(τk+2).

V. CASO DE MÚLTIPLES ENTRADAS DESCONOCIDAS-
MULTIPLES SALIDAS

Considere un sistema conm salidas y el mismo número
de entradas desconocidas

ẋ = Ax + Bu + Dζ, y = Cx, (22)

en dondex ∈ R
n, u ∈ R

q, ζ, y ∈ R
m, y las matrices

(A,B,C,D) son de dimensiones adecuadas. La matriz de
observabilidad del sistema (22) está dada por

P = [cT
1 , (c1A)T , · · · , (c1A

n−1)T , · · · , (cm)T ,

(cmA)T , · · · , (cmAn−1)T ]T

en dondeci, i = 1, ...,m representan los renglones de la
matriz C. El vector de salidasy = Cx se dice que tiene
un vector de grados relativos(r1, ..., rm) con respecto a la
entrada desconocidaζ, si

ciA
sDj = 0 i, j = 1, 2, ...,m, s = 0, 1, ..., ri − 2 (23)

y además

det Q 6= 0, Q =





c1A
r1−1D1 ... c1A

r1−1Dm

...

cmArm−1D1 ... cmArm−1Dm



 .

(24)
Lema 1: Considere que la saliday del sistema (22)

tiene el vector de grados relativosr = (r1, ..., rm) con

respecto a la entrada desconocidaζ. Entonces los vectores
c1, ...,c1Ar1−1, ..., cm, ..., cmArm−1 son linealmente inde-
pendientes.

Afirmación 5: El vector de grados relativos con respecto
a las entradas desconocidas existe y es igual a (r1, ..., rm).
El sistema es de fase-mínima.

Afirmación 6: Defina rM = máx ri. Cada entrada de-
sconocida (perturbación)ζi(t) es una función acotada,
|ζi(t)| ≤ ζ+

i , con derivadas sucesivas acotadas (rM−ri+k),
siendo la última de estas derivadas Lipschitz. Esto implica
que las derivadasζ(rM−ri+k+1)

i (t) existen y son funciones
medibles en el sentido de Lebesgue,|ζ

(rM−ri+k+1)
i (t)| ≤

ζ+
1i. Otras derivadas se considerarán acotadas por la misma

constante.
Seleccione la matriz columnaL tal que la matrizA −

LC sea Hurwitz. Como anteriormente, la parte lineal del
observador toma la siguiente forma

ż = Az + Bu + L(y − Cz). (25)

Al igual que en el caso escalar cabe recordar que el
sistema(A − LC,D,C) conserva el grado relativo, índice
de observabilidad y mantiene el subespacio inobservable
del sistema original(A,D,C). La dinámica del error cor-
respondiente está dada por

ė = (A − LC)e + Dζ,

en dondee = x− z. Realizando el cambio de coordenadas
[

eT
C eT

N

]T
= [TT

C TT
N ]T = Te la dinámica del error

adquiere la siguiente forma

ėC = ACeC + ACNeN + DCζ

ėN = ANCeC + ANeN
, ey = CCeC ,

en donde los errores de observación en su forma canónica
eCi = (eT

Ci1, ..., e
T
Ciri

)T ∈ R
ri son calculados comoeCij =

ciA
j−1(x−z), y eN ∈ R

n−r. Las matrices toman la forma
[

AC ACN

ANC AN

]

= T (A − LC)T−1, (26)

AC =







A11 · · · A1,m

. . .
Am,1 · · · Amm






, ACN =







AC1

...
ACm






,

(27)

DC =







D11 ... Dm1

. . .
D1m ... Dmm






, (28)

Aii =











0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
aii,1 aii,2 · · · aii,ri











, (29)

Ai,j =











0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0
aij,1 aij,2 · · · aij,rj











, i 6= j,
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eyj
= CCjeCj , CCi =

[

1 0 ... 0
]

Dij =
[

0 ... 0 dij

]T
. (30)

en dondedij = ciA
ri−1Dj , las matricesAC,j en (27)

tienen valores solo en el último renglón y el resto de las
matrices no tienen una forma específica. La matrizAN es
Hurwitz, det DC 6= 0 (Afirmación 5). La parte nolineal del
observador está dada por

v̇i = Wi(vi, yi(t)−Ciz), v = (v1, ..., vm)T ∈ R
m(rM+k).

(31a)
La variable auxiliarvi es una solución de la ecuación
diferencial no lineal

v̇i,1 = wi,1 = −αrM+k+1M
1/(rM+k+1)
i |vi,1 − yi(t)+

Ciz|
(rM+k)/(rM+k+1) sign(vi,1 − yi(t) + zi,1) + vi,2,

...

v̇i,rM+k = wi,rM+k−1 = −α2M
1/2
i |vi,rM+k−

wi,rM+k−1|
1/2 sign(vi,rM+k−1 − wi,rM+k−2) + vi,rM+k,

v̇i,rM+k+1 = −α1Mi sign(vi,rM+k − wi,rM+k),
(32)

en donde las constantesMi y los parámetrosαi son
seleccionados de la misma forma antes mencionada ([7]).
Defina

ω1i = (vi,1, ..., vi,ri
)T , ω1 = (ωT

11, ..., ω
T
1m)T ∈ R

r,

ω2 ∈ R
n−r, v̄ = (v1,r1+1, ..., vm,rm+1)

T .
(33)

La dinámica del error de observacióneN tiene la forma

ω̇2 = ACNω1 + ANω2.. (34)

los estados son estimados como

x̂ = z + T−1

[

ω1

ω2

]

. (35)

Las entradas desconocidasζi, i = 1, 2, ...,m, son identifi-
cadas comôζi ,

ζ̂ = D−1
C

(

v̄ −
[

ĀC ĀN

]

[

ω1

ω2

])

(36)

en donde las matrices̄AC , ĀN están compuestas por el
último renglón deAi,j y AC,j que componen las matrices
AC y ACN respectivamente:

ĀC =







a11 ... a1m

. ..
am1 ... amm






, aij = (aij,1, ..., aij,ri

)T ,

(37)

ĀN =







aC1,1 ... aC1,n−r

. . .
aC,m,1 ... aC,m,n−r






. (38)

Llamemos axO = Pnx el vector de estados en su forma
canónica (note que no necesariamente todas son independi-
entes). Al vectoreO = Pn(x̂ − x) le damos el nombre de
vector de errores de observación en su forma canónica. La
parte linealmente independiente de este vector incluye las
coordenadaseOij = CiA

j−1(x̂ − x), j = 1, ..., ri.

Teorema 12:Siendo las Afirmaciones 5, 6 cumplidas,
con una adecuada selección de los parámetros, el obser-
vador (25)-(38) asegura la convergencia de los errores de
observación en forma canónica a las regiones dadas por

|eOij | ∼ ε(rM+k+2−j)/(rM+k+1), j = 1, 2, ..., ri,

||x̂N − xN || ∼ ε2/(rM+k+1)

en dondeε es la magnitúd de un ruido medible en sentido
de Lebesgue. Garantizando una precisión de convergencia

|eOij | ∼ τ (rM+k+2−j), j = 1, 2, ..., ri, ||x̂N−xN || ∼ τk+2

en presencia de intervalos constantes de muestreoτ en
ausencia de ruido. Todo el resto de las coordenadas
son estimadas de forma asintótica con una precisión
ε(k+2)/(rM+k+1) y τk+2 en presencia de ruido y muestreo,
respectivamente. Las entradas desconocidasζi son esti-
madas de forma asintótica con una precisión de orden
ε(rM+k+1−ri)/(rM+k+1) y τ (rM+k+1−ri) respectivamente.
La observación exacta del vector de estados en su forma
canónica, así como la identificación asintótica y exacta de
las entradas desconocidas es posible solo en ausencia de
ruido (i.e.ε = 0) y con medidas continuas.

VI. CONCLUSIONES

Fueron diseñados algoritmos basados en modos-
deslizantes de alto-orden para la observación de estados en
sistemas lineales con entradas desconocidas acotadas. Los
algoritmos garantizan la observación global de los estados
y la identificación de las entradas desconocidas bajo las
condiciones de observabilidad y detectabilidad fuertes. Las
condiciones son reformuladas en términos del grado relativo
del sistema con respecto a las entradas desconocidas. La
convergencia global y en tiempo finito es desarrollada para
el caso fertemente observable. Para el caso fuertemente
detectable parte del estado es estimado de forma exacta en
tiempo finito, mientras que el resto de los estados y la entra-
da desconocida convergen asintóticamente. Los resultados
obtenidos son generalizados al caso de Multivariable.
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