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Resumen—Este trabajo presenta un algoritmo de simu- primero en el caso de ruidos presentes solo en la ecuacion
lacion para el ruido blanco de Poisson en MatLab7, el de observaciones, y luego con la presencia de ruido en
cual es representado como una fundh en MatLab, dentro | agtado y en las observaciones. Como es sabido, esta

Simulink. El resultado obtenido es comparado con el algoriho es la primera simulacibn numerica del filtro dptimo lihea
de simulacbn para el ruido blanco de Gauss, el cual ya P P

existe dentro de simulink en MatLab. Basado en la simulagn ~ de Kalman-Bucy como filtro para ruidos de Poisson. El
del ruido blanco de Poisson, es obtenido el filtrooptimo  soporte teérico del filtro de Kalman -Bucy para sistemas

para sistemas lineales con ruido blanco de Poisson, y este eslineales con ruido blanco de Poisson es dado en [8], donde
simulado y comparado con el filtro optimo de Kalman-Bucy  ge ¢onsidera al proceso de Poisson una martingala. Los
para sistemas lineales con ruido blanco de Gauss. Se provee : . .
de una discusbn de los resultados. resgltados obtenidos han 5|dq compargdos con el flltro
. optimo de Kalman-Bucy para sistemas lineales con ruidos
| INTRODUCCION blancos de Gauss (ver [5]) con la misma intensidad y

La nocion de ruido blanco de Gauss, es comunmentiempo de muestreo. Esta comparacion se hace en el sentido
empleada por la teoria de sistemas y seflales estocastiade que ambos ruidos blancos, de Gauss y de Poisson
Este es obtenido como una serie de tiempo infinita de disen los mas frecuentemente encontrados en la practica.
turbios activos uniformes, independientes e idénticdmenLa representacion de una martingala como la combinacion
distribuidos (ver [13]), y es comunmente empleado elineal de procesos de Gauss y de Poisson (ver [8]) soporta
aplicaciones practicas. Dentro de simulink, en MatLab hatgbricamente esta comparacion. La simulacion demaestr
un bloque que lo representa. Sin embargo otro ruido blanogue el filtro de Kalman-Bucy es igualmente eficiente para
el de Poisson es también frecuentemente encontrado sistemas lineales con ruido blanco de Poisson como con
algunos campos técnicos, como en la industria aerormadtiwidos blancos de Gauss: el estimado 6ptimo converge
[12], telecomunicaciones [6], investigacion de mercadlp [ rapidamente a los componentes del estado observable en
etc. La diferencia con el ruido blanco de Gauss es que pa&bos casos, de lo cual se puede concluir robustez del
el ruido blanco de Poisson, la actividad es presente solo eretodo de filtrado, siendo este, otro de los objetivos de
momentos de tiempo aleatorios aislados, dependiendo dsite trabajo.
también llamado flujo de Poisson [13]. Ejemplos tipicos La organizacion de este trabajo es como sigue. La
del flujo de Poisson son una linea de clientes en uBeccion 2 presenta el marco tedrico del ruido blanco de
supermercado, carros llegando a una estacion de gasoliRajsson y los principios considerados para la elaboracion
llamadas a un teléfono en servicio, etc. Sorprendenteamendel algoritmo de simulacion en la pantalla de Simulink.
el ruido blanco de Poisson no esta presente como un blogtgkproblema de filtrado 6ptimo para sistemas lineales con
en Simulink, en MatLab, sin embargo, algunos libros [3]Jtuidos blancos de Poisson es planteado y resuelto en la
[11] ofrecen algoritmos para generar los nUmeros alestoriSeccion 3. En la Seccién 4 es dada la simulacion para
de Poisson. Algunos trabajos recientes en filtrado 6ptimoalgunos ejemplos. Las conclusiones de este trabajo son
robusto (ver por ejemplo [2], [15], [4]) admiten la presenci presentadas en la Seccion 5.
de ruido blanco de diferente naturaleza al de Gauss.

Uno de los objetivos de este trabajo es presentar un
algoritmo de simulacion para el ruido blanco de Poisson, Un proceso aleatorid’(t) es llamado un proceso de
en MatLab 7, mediante un diagrama en Simulink. L&oisson simple si para algin valor gesu valor es igual al
simulacion obtenida para el ruido blanco de Poisson esimero de eventos de un flujo de Poisson en el intervalo
comparada con la simulacion para el ruido blanco de Gauds tiempo [0,t]. Un proceso de Poisson simple es un
el cual es representado como una funcion en la pantalla geceso con incrementos independientes y su distribucion
Simulink en MatLab. Basado en la simulacion del ruidainidimensional es la distribuciobn de Poisson. Ademas, el
blanco de Poisson, es implementado el filtro 6ptimo pangaroceso de Poisson simple puede ser llamado el contador
sistemas lineales con ruidos blancos de Poisson (ver [8fe eventos del flujo de Poisson. SBg&) un proceso de

Il. RUIDO BLANCO DE POISSON
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caso. La pantalla de Simulink correspondiente es presgntad

. . = . en la Fig. 1.
es una secuencia de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, es llamado el proceso génefap. Comparacén con el ruido blanco de Gauss
de Poisson. Dado que el nUmero de saltos de un procesoU | torial. aleatori | .
de Poisson en intervalos de tiempo no intersecados son N proceso escaiar o vectorial, aleatorio, real, con incre-

independientes, de acuerdo con la definicion, un procegbentoS mdep_endlen_tesl(t), do_”d‘?t 2.9’ e_s_llam_ado un
%?leso de Wiener si alguna distribucion finito-dimenalon

de Poisson es un proceso con incrementos independier@% 1) tiene media cero (de Ga todas las realizacione
(y ademas no correlacionados). Ok ! ( uss), s 'as lzaciones

La funcibn de covarianza de un proceso con incrementtSj?I prtocesd/}((t) son cogtmugds, w\glo) =0. é_a Elgura 2 d
no correlacionados puede ser escrita como (ver [14]): muestra realizaciones ce ruidos blancos de Folsson y de
Gauss con la misma intensidadl £ 1) y el mismo valor

K(tp,t1) = v(t1) min(tp,t1), v(ty) >0. para el escalon, time step € 0.01). Puede ser observado
ue los picos de la distribucion para el ruido de Poisson
on mucho menos uniformes que los del ruido de Gauss,

lo cual refleja el efecto del flujo de los eventos de Poisson

Kw(ta,t1) = v(t1)3(t —t1), ocurriendo en momentos aleatorios aislados, mientras que
el ruido blanco de Gauss es uniformenente activo en todo
donded(t; —t1) es la funciond de Dirac yv(t1) >0 es  tiempo.

llamada la intensidad del ruido blanco en el tientpoSe

puede observar que: I1l. FILTRADO OPTIMO PARA ECUACIONES DE ESTADO

92K (to,t1) Y DE OBSERVACIONES CON RUIDO BLANCO DEPOISSON

Kultz,t) = ooty Sea(Q,F,P) un espacio completo de probabilidad con

donde las derivadas son estrictamente definidas en la cl&@ familia creciente, continua por la derechasalgebras

de funciones generalizadas [7]. La Gltima igualdad entfg:t = 0, ¥ sean(Wi(t),R,t > 0) y (Wo(t),R, t>0)
las funciones de covarianza es valida para las funcionB{C€S0s independientes de Poisson. El proceso aleatorio
covarianza de un proceso estocastico y su derivada enP@rcialmente observablg-medible (x(t),y(t)) es descrito
sentido media cuadrada. Siguiendo esta estructura, ua ruRC" 1as siguientes ecuaciones para el estado del sistema:

blanco de Poisson es definido como la derivada débil, e
1 — LIJ == 1
media cuadrada de un proceso de Poisson. %X(t) (Bo(t) +at)x(1))dt+b(t)d¥a(t),  X(to) =0, (1)

P(t)
Poisson simple. El proceso aleatorip Xy, donde {X}

Por otro lado, la funcibn covarianza de un ruido blanco, p
definicion es igual a: (ver [14]),

. , . . el proceso de observaciones
II-A.  Simulacon del ruido blanco de Poisson yelp

Para este proposito, es empleado el bloque de Simulink, dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt+ B(t)dWa(t), @)
titulado "Poisson integer generator”, el cual se encuentra
en MatLab 7 (ver [10]), para generar eventos del flujo ddondex(t) € R es el vector estadg(t) € R™ es el proceso
Poisson en el intervalo de tiemp@yt] y obtener la grafica de observaciones y los procesos independientes de Poisson

como una funcion escalon, esto es constante, contina pa¥1(t) ¥ 2(t) representan disturbios aleatorios en las ecua-
por parte. Un valor constante de la funcion de salida pafdones de. estado y de obserch_lones, Ios.cuales son también
todo intervalo escalon es igual al nimero del flujo déhdependientes del vector inicial de Poissap A(t) es
eventos de Poisson ocurridos en este escalon y ademast/@d matriz no cero, }B(F)BT (t) es una matriz positiva
igual a la intensidad del promedio de su derivada débil en @¢finida. Todos los coeficientes en (1)-(2) son funciones
sentido media cuadrada, un ruido blanco de Poisson. Daflg{erministicas de dimensiones apropiadas.

que la funcion existente en MatLab emplea ciertos valores El problema de estimacion es encontrar el mejor esti-
generados de la variable aleatoria de Gauss, por ejemploNado del estado del sistemé) basado en el proceso de
amplitud de banda-limitada en el ruido blanco de Gauss c@bservacione¥ (t) = {y(s),0 <s<t}, el cual minimiza la

mo un intervalo escalon, la funcién asignada para la banda0rma 2-Euclideana:

limitada del ruido blanco de Poisson también considera su T . v

amplitud como la intensidad promedio. Una herramienta J=E[X(1) = X(1)" (1) — () [ R]
espec.ial debe de ser encargada de obtener_ un ruido.bla@q;ptodo momento. Aqui, E[z(t) | FY] significa la esperanza
de Poisson con media cero, dado que la funcion de ;allda @@hdicional de un proceso estocastiat) = (x(t) —
“Poisson integer generator’, es siempre no negativa. Pagg))T (x(t) —(t)) con respecto a la-algebraFY generada
este proposito, el programa elaborado en Simulink incluygor el proceso de observacionéd) en el intervalofto, t].

una memoria unitaria para mantener el Gltimo valor detomo es conocido [14], este estimado optimo es dado por
signo de la sefial de salida positiva o negativa, multiplice |5 esperanza condicional

el valor correspondiente porl, si la unidad de memoria
mantiene un valor positivo y permaneciendo igual en otro K(t) =m(t) = E(xt) |RY)
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del estado del sistemg(t) con respecto a las-algebra con condicion inicialm(0) = E(x(0) | y(0)) = my;
F' generada por el proceso de observaciongs en el

intervalo [tp,t]. Como es usual, la funcion matricial: Pi1 = 0.2p11+0.2po1 — pﬂ
P(t) = E[(x(t) — m(t))(x(t) — m(t))T | EY, le = 0.2p21+0.1p11+0.1p22 — P21pas,
( ) [( ( ) ( ))( ( ) ( )) | t ] p22 _ 02p21+ O.2p22— p%]j
es la varianza de la estimacion del error, y es empleada paraps1 = 0.11ps1+0.01p11+ 0.01py1+ 0.01pz— )
obtener un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado. P31P11,
La solucion a este problema es dada (ver [8]) por la p32 = 0.11p32+ 0.01pp1+0.01p22+ 0.1p31—
ecuacion para el estimado optimdt) P31P12,
ps3 = 0.02p31+ 0.02p32-+ 0.02p33— p3y,
dm(t) = (ao(t) +a(t)m(t))dt+ ®) 3
P(tAT(t)(B(t)BT (1)) *[dy— (Ao(t) + At)M(t))ldt.  con condicion inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(x(0) —
m(to) = E[x(to) | y(to)], m(0))™ | y(0)) = Py. Dado que la matri®(t) es simétrica,
. . ., solo las ecuaciones de la diagonal hacia abajo son em-
y para la varianza de la estimacion de enpgt) pleadas.
dP(t) = (a(t)P(t) + P(t)a (t) + b(t)bT (t))dt— (4) Los resultados son obtenidos resolviendo el sistema de
P(t)AT (t)(B(t)BT (t))*lA(t)P(t)dt, ecuaciones de filtrado_ (7), (8), media_mte simul_acién mismé
P(tn) = El(x(t) — mit)) (x(te) — mtNT [vit ca. Los valores obtenidos de los estimadp@), i =1,2,3,
(to) = E[(X(to) — m(to)) (X(to) — M(to)) " | y(to)], son comparados independientemente con los valores reales

las cuales son cerradas respecto a las variahfigsy P(t). de los componentes de la variable de estad los cuales

Se puede observar que este filtro tiene la misma forma ceatisfacen la ecuacion (5), considerando ruidos blaneos d
famoso filtro de Kalman-Bucy para sistemas lineales coRoisson o ruidos blancos de Gaysst) de la misma inten-
ruidos blancos de Gauss en las ecuaciones de estado ysiiad en la ecuacion de observaciones (6). Los siguientes

observaciones(ver [5]). valores iniciales son asignados:(0) = 10, m(0) = 30,
Ri(0) = 30,R;(0) =0, parai # j, dondei, j =1,2,3. Los
IV.  EJEMPLOS resultados de la simulacion son obtenidos en base de una
IV-A. Sistema con ruido blanco de Poisson en la edamci corrida estocastica. Las realizaciones del ruido blareo d
de observaciones Gaussyi»(t) en (6) son generadas por el bloque en MatLab

Rgra la funcion ruido blanco de Gauss. Las realizaciones
ara el ruido blanco de Poisson son generadas por medio
el diagrama de Simulink presentado en la Subseccion 2.1,

empleando los mismos valores para la intensidad del ruido

y tiempo de muestreo.

La Figura 3 presenta los resultados de la simulacion

En esta subseccion, sera verificada la eficacia del filt
optimo obtenido mediante la aplicacion de los algoritmo
de filtrado obtenidos, al siguiente sistema simple con rui
en la ecuacion de observaciones:

01 01 0 X1

dx 01 o1 0 » (5) comparando los valores de las componentes de la variable
dt : : 2] de estadox(t), i =1,2,3, con los valores de los com-
001 001 0.0 \x ponentes del vector estimado optiim(t), i = 1,2,3,
X(to) = Xo, correspondientes al ruido blanco de Poisson y ruido blanco
de Gausg/i(t) en la ecuacion de observaciones. Los valores
y = (1 0 O)x+yn (6) numéricos obtenidos se pueden ver en la Tabla I. Dado

que el Gltimo componente del vector de estad@) es
Aqui, ¢ es un ruido blanco de Poisson de intensidagdo-observable, el componente del vector estimasg(t)
unitaria, el cual es la derivada débil en media cuadradade diverge de los valores reales, como se puede ver en la Figura
proceso estandar de Poisson (ver [14]). Las ecuaciongs (53. La matriz de observabilidad para el sistema (5),(6) es

(6) representan la forma convencional de las ecuaciones (1) 1 0 0
y (2), las cuales son empleadas en la practica actualmedi@gda porV = | 0.1 0.1 0], cuyo rango igual a 2,
[1]. 0.02 0.02

Las ecuaciones de filtrado para los componentes dedn la tercer columna de ceros; razon por la ckgl) es
vector estimado optimm(t) (3), y las entradas de la matriz No-observable.
simétrica de la variacion del errdi(t) (4), para el estado

lineal (5), sobre observaciones lineales (6), son dadas por ) ) ) o
IV-B. Sistema con ruido de Poisson en la ectactde

m = 0.1m+0.1mp+ pra(y—m), estado y de observaciones

mz - 01rn1+03m2+ p21(y_ml)a (7)

mg = 0.0l +0.0lny+0.0Ing + En esta subseccion, es verificada la eficacia del filtro
p31(y —my), optimo obtenido mediante el siguiente ejemplo con ruido
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FILTRADO OPTIMO PARA EL SISTEMA DE ECUACIONEY5),(6)CON
RUIDO BLANCO DE POISSON Y RUIDO BLANCO DEGAUSS EN LA

Ruido blanco de Poissof Ruido blanco de Gauss$ Ruido blanco de Poissof Ruido blanco de Gauss$
t 30 30 t 30 30
x1(t) 4.0343x 10° 4.0343x 10° x1(t) 3.9863x 10° 4.1189x 10°
my (t) 4.0341x 10° 4.0345x 10° my (t) 3.9862x 10° 4.1189x 10°
X2 (t) 4.0343x 10° 4.0343x 10° X2 (t) 3.9863x 10° 4.1189x 10°
mp(t) 4.0341x 10° 4.0345x 10* mp(t) 3.9853x 10° 4.1191x 10°
xa(t) 436.7396 436.7396 xa(t) 427.4174 445.9397
mg(t) 85.0150 85.0408 mg(t) 83.8256 86.8171
TABLA I

FILTRADO OPTIMO PARA EL SISTEMA DE ECUACIONEY9),(10)CON
RUIDO BLANCO DE POISSON Y DEGAUSS EN EL ESTADO Y EN LA

ECUACION DE OBSERVACIONES ECUACION DE OBSERVACIONES

blanco de Poisson en el estado y en las observaciones: yariable de estadg (t),i=1,2,3, con los valores del vector

01 01 O X1 m estimado optiman(t), i = 1,2,3, correspondiente al ruido
dx de Poi de Gausfp(t) en | iones de estad
k. 01 01 O |+ y], 9 e Poisson y de Gauspy(t) en las ecuaciones de estado
dt 0.01 0.01 0.01 \xs m y de observaciones. Los valores numéricos son dados en la
Tabla Il. La divergencia del componente del estimad(t)
X(to) = %o, correspondiente &(t) es observada de nueva cuenta en la
Fig. 4 para ambos ruidos, de Poisson y de Gauss.
y = (1 0 0x+n (10)
Aqui, Y1 y Y son ruidos blancos de Poisson de intensidad V. CONCLUSIONES
unitaria. Ha sido disefiado un algoritmo de simulacion para la

Las ecuaciones de filtrado para los componentes dalpresentacion del ruido blanco de Poisson en MatLab
vector estimado optimm(t) (3) y las entradas de la matriz 7, el cual es elaborado como una funcion en MatlLab,
simétrica de la variacion del errét(t) (4) para el estado como un diagrama en la pantalla de Simulink, dado que
lineal (9) sobre observaciones lineales (10) son dadas pa@l ruido blanco de Poisson no ha sido implementado como

: una herramienta en las versiones existentes de Matlab. La

m = 0.1m+0. + —m), . ., . ) .

mi =0 ]m1+0 ]I]J:22+ Eig—mﬂ simulacion obtenida para el ruido blanco de Poisson ha

My — 0.0lml+601mz+0 01mg ’ (11) sido comparada con una simulacion para el ruido blanco
Jr'psl(y_ n']l) h de Gauss, el cual se encuentra en MatLab, bajo los mismos

parametros. Basados en la simulacion del ruido blanco de
Poisson, ha sido implementado el filtro 6ptimo de Kalman-
Bucy, bajo la presencia de ruido blanco de Poisson, primero

con condicion inicialm(0) = E(x(0) | y(0)) = my;

prr = 0.2p11+0.2pp— P2, +1, _ \ )

P21 = 0.2p21+0.1p11+ 0.1p22 — p21p1s, en el caso de presencia de ruido solo en las observaciones, y

P2 = 0.2001+0.2ppp— p%lJr 1, luego en el caso de ruido presente_ en el esta}do y en las ob-

p31 = 0.11p3;+0.01p11+ 0.01pp1+ 0.01p3; servaciones. L(_)s resultados obtenidos han_ sido comparados
— PaiPi1, (12) conel flltro optimo de Kalman-Bucy para _S|sten_1as Im_eales

Ps2 = 0.11p32+0.01pz1+ 0.01pz2+ 0.1p3y con ruidos blancos de Gauss, de la misma intensidad y
—Pa1Pi2, mismo tiempo de muestreo. La S|mulaq(’?n revel6 que el

Pss = 0.02p31+0.02032+0.02p33— p§1+1, filtro de Kalman-Bucy es igualmente eficiente tanto para

sistemas lineales con ruido blanco de Poisson como para

con condicion inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(x(0) —  sjstemas con ruido blanco de Gauss: los estimados 6ptimos
m(0)) | y(0)) = Po. _ _ _ convergen con rapidez a los componentes del estado ob-

Los resultados son obtenidos, resolviendo el sistema dgpyable en ambos casos. Por esta razon es posible concluir
ecuaciones de filtrado (11), (12) por simulacion numericgagmpien robustez, del método de filtrado.
Los valores obtenidos de los estimade#), i = 1,2, 3, son
comparados independientemente con los valores reales de VI. AGRADECIMIENTOS
los componentes de la variable de estado), los cuales | o5 autores agradecen al Consejo Nacional para la
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Figura 1. Pantalla de Simulink para el ruido blanco de Paisso
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Figura 3. Filtrado optimo lineal con ruidos blancos de Baisy de Gauss
en la ecuacion de observaciones.
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Figura 4. Filtrado 6ptimo lineal con ruidos blancos de Baisy de Gauss
en la ecuacion de estado y de observaciones.
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