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Resumen

En este trabajo se resuelve el problema de esta-
bilzación del modelo del avión PVTOL mediante la
metodología de feedforward, cuando la ley de control
es acotada y retardada.
Palabras claves. Estabilización, retardo, sistemas
feedforward , sistemas no lineales.

1. Introduccción
Los sistemas Feedforward son una clase de sistemas

no lineales con una estructura triangular específica.
El problema de la estabilización global asintótica de
estas ecuaciones triangulares ha sido estudiado por
muchos investigadores [10, 1, 2] en el caso sin retardo
durante la última década. Algunos de estos sistemas
son el ‘Carro-péndulo ’ (ver [4]) , la ‘Bola y la viga’
con un término de fricción (ver [9]), el sistema ’TO-
RA ’ (ver [9]) y el ’PVTOL’ (Planar Vertical Takeoff
and Landing Aircraft), (ver [1], [10]). En este tipo
de dispositivos es común de que aunado a la prob-
lemática de limitaciones en actuadores, se presenten
retardos causados por el tiempo de cómputo de la ley
de control o del observador, así como retardos liga-
dos a los sensores de posición tales como cámaras y
algoritmos de visión.
El problema de retardo en la entrada fue abordado

en [5], para el caso de cadenas de integradores de lon-
gitud n y para el caso de sistemas en la forma feedfor-
ward en [7]. En ambas contribuciones se propusieron
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leyes de control para la estabilización global asintóti-
ca. En este trabajo se emplean estos resultados para
la estabilización de un modelo PVTOL cuando la en-
trada de controles es sujeta no solo a una cota pero
también a un retardo.
El modelo de la plataforma del avión PVTOL ha si-

do estudiado extensamente por varios investigadores
para el caso sin retardo. Hauser [1] en 1992 desarrolló
una aproximación mediante un procedimiento de lin-
ealización entrada-salida que produce un seguimien-
to acotado y la estabilización asintótica del avión
V/STOL. Andrew R. Teel [10] en 1996 obtuvo un
resultado sobre el teorema de pequeñas ganancias no
lineales. El estableció un algoritmo para la estabi-
lización de sistemas no lineales en la forma feedfor-
ward donde ilustró su resultado con el ejemplo del
avión PVTOL. En 1996 Martin [3] propuso una ex-
tensión del resultado propuesto por Hauser, encon-
trando una salida plana para el sistema y partir el
problema de seguimiento de la salida en dos pasos: en
primer lugar, diseñar un seguimiento del estado basa-
do en la linealización exacta usando la salida plana y
en segundo lugar, diseñar un generador de trayectoria
para alimentar al seguimiento del estado. Un artículo
importante sobre el control del avión PVTOL apare-
ció en 1992. Lin [2] estudió el control robusto del PV-
TOL, donde se diseñó una retroalimentación no lineal
de estado mediante las propiedades del control ópti-
mo.
El trabajo está organizado de la siguiente manera:

en la sección 2 se presentan los resultados previos que
son de utilidad en nuestro análisis. En la sección 3 se
describe el modelo simplificado del PVTOL estudi-
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ado en este trabajo. Se presenta el diseño de la ley
de control para el avión PVTOL en la sección 4. En
la sección 5 se ilustran los resultados obtenidos en
simulación. Se concluye el trabajo con algunas obser-
vaciones en la sección 6.

2. Resultados previos

A continuación se enuncian los resultados sobre la
estabilización asintótica global de cadenas de inte-
gradores de longitud n y de una clase de sistemas en
forma feedforward presentados en [5] y [7] respectiva-
mente.

Teorema 1 [5] Sea la cadena de integradores de di-
mensión n

ẏi(t) = yi+1(t), i = 1, . . . , n− 1,
ẏn(t) = u(t− τ),

(1)

donde yi ∈ R son los estados, u ∈ R es la entrada y
τ > 0 es el retardo.
Sea la ley de control

u(t− τ) = −σ̄n(xn(t− τ) + σ̄n−1(xn−1(t− τ)+
. . .+ σ̄2(x2(t− τ) + σ̄1(x1(t− τ))) . . .)),

(2)

donde

xn−i =
iX

j=0

i!

j!(i− j)!
yn−j; i = 0, . . . n,

y σ̄i : R → R es una función de saturación que sat-
isface
• σ̄i(s) = s, para |s| < M̄ y
• σ̄i(s) = M̄i para s ≥ M̄i, σ̄(s) = −M̄i para
s ≤ −M̄i,
donde M̄i son constantes reales positivas, tales que
1
8M̄i+1 ≤ M̄i para i = 1, 2, ..., n.
Entonces el sistema en lazo cerrado (1),(2) es global
uniforme asintóticamente estable.

Las cadenas de integradores son un caso particu-
lar de sistemas en forma feedforward. La explotación
de la metodología recursiva empleada en la prueba
aunada a cambios de variables de estado y control,
reescalamiento en el tiempo, y resultados de robustez,
permitió extender el uso de esta estrategia de control
a la estabilización de una clase de sistemas en forma
feedforward [7].

Teorema 2 [7] Sea el sistema en la forma feedfor-
ward

ẋ1(t) = x2(t) + h1(x2(t), . . . , xn(t)),

ẋ2(t) = x3(t) + h2(x3(t), . . . , xn(t)),
...
ẋn−1(t) = xn(t) + hn−1(xn(t)),
ẋn(t) = u(t− θ) ,

(3)

donde xi ∈ R, u ∈ R es la entrada , θ ≥ 0 es el
retardo y donde cada función hi(·) es de clase C2 y
de orden 2 en el origen que satisfacen la condición

|hi(xi+1, xi+2, . . . , xn)| ≤M(x2i+1 + x2i+2 + · · ·+ x2n)
(4)

donde M es un número real positivo, para |xj | ≤
1, j = i+ 1, . . . , n,
Considere la ley de control acotada en norma

u(x1, x2, . . . , xn) =
L

Mkn
σn(pn(k

n−1M
L
xn) + . . .

+σn−1(pn−1(kn−2
M

L
xn−1, kn−1

M

L
xn) + . . .

+σ1(p1(
M

L
x1, . . . , k

n−2M
L
xn−1, kn−1

M

L
xn))) . . . )(5)

donde

pi(.) =
M

L

nX
j=i

(n− i)!

(n− j)!(j − i)!
xi−1,

y

σi(r) = εiσ
³
1
εi
r
´
,

1 = 20εn = 20
2εn−1 = · · · = 20nε1

donde σi : R → R son funciones de saturación que
satisfacen
• σi(·) es impar, creciente y σ(0) = 0.
• σ(·) es de clase C1.
• 0 ≤ σ0i(s) ≤ 1 ∀ s ∈ R.
y finalmente

k ≥ θ

mı́n

½
1

16n3[4n
√
n(1+n2)n−1+1]

2 ,
1

4.20n+1n(n+2)

¾ ,
(6)

0 < L ≤ mı́n
½

ηk

n3(n!)3
,

Mk

(n+ 1)!
,M

¾
, (7)

0 ≤ η ≤ mı́n
½

1

8(1 + n2)n−1
,

1

10,20nn

¾
. (8)

Entonces, la ley de control (5) estabiliza global asin-
tóticamente el sistema (3).
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3. Modelo del PVTOL (Planar
Vertical Takeoff and Landing
Aircraft)

El control de aviones es un campo de interés en
control, sin embargo, dada la complejidad de estos
sistemas es conveniente estudiar modelos simplifica-
dos que contemplan un numero reducido de variables
de estado y control pero que capturan los aspectos
esenciales del sistema para efectos de control. A con-
tinuación, se presenta un modelo simplificado para el
PVTOL y se plantea el problema de control consid-
erado.

ẋ1 = x2,
ẋ2 = u1(t− τ1) sin θ,

¾
(9)

ẏ1 = y2,
ẏ1 = u1(t− τ1) cos θ − 1

¾
(10)

θ̇ = ω,
ω̇ = u2(t− τ2).

¾
(11)

donde x es la posición horizontal, y la altitud, u1,
u2 son las entradas, τ2 ≥ τ1 ≥ 0 son los retardos.
Las variables de control u1 es el empuje o la fuerza
de propulsión (dirigido fuera del fondo del control) y
la variable de control u2 es el momento del balanceo.
Note que para u1 = u2 = 0, el origen es pun-

to de equilibrio, es decir (x1, x2, θ, ω, y1, y2) =
(0, 0, 0, 0, 0, 0) . Nuestro objetivo de control es
estabilizar el sistema en el punto de equilibrio.
En una etapa posterior se estabilizará el sistema
en una posición deseada (x1, x2, θ, ω, y1, y2) =
(0, 0, yd, 0, 0, 0), donde yd es la altitud deseada
diferente de cero.
Problema: Diseñar una estrategia de control que es-
tabilize de manera global uniforme asintótica el sis-
tema (9, 10, 11) con retardos τ2, τ1 ≥ 0 en las en-
tradas.

4. Propuesta de una ley de con-
trol para el PVTOL

A continuación se diseña una estrategia de control
para estabilizar el modelo simplificado de la platafor-
ma de avión PVTOL empleando los resultados de es-
tabilización asintótica global expuestos en la sección
2.
Etapa 1

Se propone utilizar una ley de control u2(t) de acuer-
do a la estrategia descrita en el Teorema 1 para el
caso de sistemas en forma feedforward. Se observa
que el doble integrador del subsistema (11) es un ca-
so particular de sistema en forma feedforward por lo

que existe T > 0 tal que ∀t ≥ T ,

θ(t) ≤ π

4
. (12)

Etapa 2
Sea

θ̂(t−τ2) = θ(t−τ2)+τ2ω(t−τ2)−
Z t

t−τ2
(s−t)u2(s−τ2)ds.

(13)
y observe que

θ̂(t− τ2) = θ(t) (14)

por lo que se puede utilizar θ̂(t− τ2) para tener una
expresion de la ley de control con retardo. Se propone
el cambio de variable de control

u1(t− τ1) =
1 + v1(t− τ1)

cos(σ̂(θ̂(t− τ2)))
. (15)

donde σ̂(.) es una función de saturación como las
definidas en el Teorema 1, con M̂ = π

4 y donde
v1(t− τ1) es el nuevo control. Observe que la ley de
control (15) esta bien definida puesto que se asume
que τ2 ≥ τ1 y que la saturación σ̂(.) garantiza un
denominador no nulo. El subsistema (10) en lazo cer-
rado con la ley de control (15) es entonces

ẏ1 = y2,

ẏ2 = 1+v1(t−τ1)
cos(σ̂(θ̂(t−τ2))) cos θ(t)− 1

y puesto que para t ≥ T , θ(t) ≤ π
4 , por (14) se tiene

que la saturacion σ̂(.) opera en la zona lineal y el
sistema se reduce a

ẏ1 = y2,
ẏ2 = v1(t− τ1).

Este subsistema es un doble integrador, por lo que se
puede emplear la estrategia de control para cadenas
de integradores propuesta en el Teorema 1:

v1(t− τ1) = −σ̄2(y2(t− τ1) + σ̄1(y2(t− τ1)+
y1(t− τ1))),

(16)
donde las funciones de saturación σ̄1 y σ̄2 son tales
que M̄1 = 10 y M̄2 =

10
8 respectivamente. De acuerdo

al Teorema 1 el sistema en lazo cerrado es tal que los
estado y1 y y2 convergen asintóticamente a cero.
Etapa 3
Ahora bien sustituyendo la ley de control (15) en el
subsistema (9), (11), se obtiene

ẋ1 = x2
ẋ2 = 1+v1(t−τ1)

cos(σ̂(θ̂(t−τ2))) sin θ(t)

θ̇ = ω
ω̇ = u2(t− τ2)
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y para t ≥ T , θ(t) ≤ π
4 , por (14) se tiene que la

saturacion σ̂(.) opera en la zona lineal por lo que el
sistema se reduce a

ẋ1 = x2
ẋ2 = (1 + v1(t− τ1)) tan θ(t)

θ̇ = ω
ω̇ = u2(t− τ2)

Este subsistema puede reescribirse como

ẋ1 = x2,
ẋ2 = θ + (tan θ − θ) + v1(t− τ1) tan θ(t),

θ̇ = ω,
ω̇ = u2(t− τ2).

Se observa que el término (tan θ − θ) es tal que

tan θ − θ =
R θ
0
(sec2 ϕ− 1)dϕ

=
R θ
0
tan2 ϕdϕ

por lo que satisface

tan θ − θ ≤
Z θ

0

ϕdϕ ≤ 1
2
θ2

para θ ∈ £0, π5 ¤ , por lo que tan θ−θ es C2 de orden 2
en el origen y se puede identificar con con el término
h2(θ) del Teorema 2. Puesto que h1(.) = h3(.) = 0 se
concluye que la constante M es 12 .
Se observa también que para t ≥ T, θ(t) ≤ π

4 de
manera que |tan θ(t)| < 1. A su vez la expresión (16),
muestra que v1(t− τ1) converge a cero puesto que se
estableció que y1 y y2 convergen a cero. En consecuen-
cia, el término v1(t− τ1) tan θ(t) se puede identificar
como una perturbación acotada que se desvanece y el
Teorema 2 puede extenderse de manera que se con-
templen esta clase de perturbaciones.
Claramente, el sistema pertenece a la clase de sis-
temas en forma feedforward descrita en el Teorema 2
y se tienen todos los elementos para diseñar el con-
trol u2(t) de acuerdo a la estrategia propuesta en este
resultado.

u2(t− τ) = − L
Mk4σ4(k

3M
L ω(t− τ2)

+σ3(k
3M
L ω(t− τ2) + k2ML θ(t− τ2)+

σ2(k
3M
L ω(t− τ2) + 3k

2M
L θ(t− τ2) + kML x2(t− τ2)

+σ1(k
3M
L ω(t− τ2) + 3k

2M
L θ(t− τ2)+

3kML x2(t− τ2) +
M
L x1(t− τ2))))).

(17)
donde M = 1

2 y L = 6.45× 10−10 , k = 7.5931× 1012
satisfacen las condiciones suficientes (7), (6) y (8) del
Teorema 2. Estos valores de los parámetros M, k y
L permiten garantizar la estabilidad asintótica del

sistema en lazo cerrado, pero su interés es únicamente
de índole teórica ya que la magnitud de la ley de
control (17) obtenida es muy pequeña, provocando
un respuesta sumamente lenta.

5. Resultados en simulación
A continuación se muestran los resultados

obtenidos en la simulación del PVTOL (9), (10) y
(11) retroalimentado con la ley de control (15), (16)
y (17). Se utilizaron valores de los parámetros M, k
y L distintos de los calculados en la sección anterior,
con el fin de estabilizar el sistema en un tiempo
razonable. Los parámetros de la ley de control
considerados son : M = 0.5, L = 0.45 y k = 2.
En la siguiente figura se ilustra la respuesta de los
estados del sistema para valores de retardos τ1 = 0.2
y τ2 = 0.3.
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Observación: Estos resultados se obtuvieron uti-
lizando las siguientes condiciones iniciales para cada
uno de los estados son [x10, x20, θ0, ω0, y10, y20] =
[3, 3, 1, 1, 1, 1].

6. Conclusión

En este trabajo se presentó la estabilización global
asintótica de un modelo del avión PVTOL, usando
entradas de control que presentan cota y retardo. El
análisis se basa en la utilización de resultados pre-
vios sobre cadenas de integradores y sistemas feed-
forward. En un futuro, se extenderá la prueba del
Teorema 2 con el fin de incluir perturbaciones aco-
tadas desvanecientes, y la estrategia propuesta será
implementada para estabilizar, en tiempo real, un
prototipo de avión PVTOL en una altura dada.
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