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Resumen— Existen en la actualidad diversas técnicas de diseiio
y sintonizacion de controladores PID. Una de ellas, presentada
por Bhattacharyya [3] permite obtener todos los controladores PID
estabilizantes para un sistema SISO de orden n en el espacio de
parametros del controlador (kp, k;, ky). Un paso fundamental en el
método propuesto por Bhattacharyya consiste en resolver un sistema
de desigualdades lineales en R para obtener regiones convexas
(ki,kq). En este articulo se presenta una propuesta para resolver
dicho sistema de desigualdades planteado como un problema de
programacion lineal.
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I. INTRODUCCION

En la actualidad, los controladores de tipo PID siguen gozando
de gran popularidad debido a su sencillez de implementacién y la
amplia gama de métodos de disefio y sintonizacién disponibles.
Algunos de estos métodos proveen de resultados en el espacio
de pardmetros del controlador (kp, ks, kq), como es el caso de la
técnica utilizada en este articulo.

Bhattacharyya y otros ([1], [3], [4]) han mostrado que es posible
determinar todos los controladores PID estabilizantes asociados
a una planta SISO de orden n, en el espacio de pardmetros
del controlador a través de una generalizacion del Teorema de
Hermite-Biehler.

Uno de los aspectos atractivos de esta técnica, ademds de proveer
todos los controladores estabilizantes, es que se puede describir
a través de un algoritmo relativamente sencillo que puede ser
implementado como una pieza de software.

Segtin se muestra mas adelante, uno de los pasos fundamentales
de esta técnica consiste en resolver para un valor de k, fijo, un
sistema de desigualdades lineales en el plano (ki, kq).

En diversos trabajos se menciona la posibilidad de resolver dicho
sistema como un problema de programacion lineal, sin embargo
no se proporciona un método sistematico que permita apreciar el
planteamiento del problema.

En este articulo se presenta una posible implementacién para
resolver el sistema de desigualdades utilizando MATLAB®.

En la seccién II se presenta la teoria subyacente a la técnica de
disefio de controladores, en la seccion III se presentan los funda-
mentos bésicos necesarios de programacion lineal para resolver
el sistema de desigualdades, en la secciéon IV se presenta un
ejemplo que ilustra la aplicacién de estos conceptos y finalmente
se presentan las conclusiones en la seccién V.

II. MARCO TEORICO

Bhattacharyya mostré que basdndose en una generalizacién
del teorema de Hermite-Biehler es posible obtener un método
que permite realizar el cédlculo de todos los controladores PID
estabilizantes para un sistema SISO de orden n.

Teorema 1 (Teorema de Hermite - Biehler): Sea 6(s) = do +
815 + 0252 + ... + 0,5™ un polinomio real de orden n. Entonces
d(s) es estable en el sentido Hurwitz, si y sélo si, todos los ceros
de 6.(5?) y 6,(s?) son reales y distintos, donde §(s) = d.(s?) +
560(52), On Y dn—1 son del mismo signo, y los ceros reales no
negativos satisfacen la siguiente propiedad:

0 < wel < Wol < Wez < Wo2z < ...

donde para cada frecuencia w € R se denota:
6(jw) = p(w) +jq(w)

con p(w) = de(—w?), g(w) = wdo(—w?).
O
Es decir, el criterio de estabilidad se basa en que las raices
de J.(s?) y do(s?) deben cumplir con una propiedad de
enlazamiento.
Por otro lado, en [3] se muestra que esto es equivalente a:

Teorema 2 (Generalizacion del teorema de H-B): Sea 0(s) un
polinomio real de grado n como se definié anteriormente. En-
tonces, para que el polinomio sea estable, es necesario y suficiente
que:

1(0) — r(d) = 0i(9)

donde, la firma imaginaria o; de §(s) estd definida como:

s [p4) )] + 25 (1) sgn(ps (w0)

+H(=1)"sgn [pr(wm)] x (=1)™ " sgn [g(c0)]
:(5) = si m es par

m—1

sgm [0 (@0)] +2 % (~1)"sgn(ps ()

x(=1)"""sgn [q(o0)]
si n es impar

I(-) es el numero de raices reales de (-) en el lado izquierdo del
plano complejo (LHP) y r(-) es el numero de raices reales de (-)
en el lado derecho del plano complejo (RHP).

O
Para aplicar estos resultados al caso de un controlador de tipo PID,
considérese el sistema retroalimentado:

al=) vis)
c(s) H &(s) }»—»@
Salida

Ertrada

Figura 1. Sistema retroalimentado



donde:
_ N(s)
C(s) = kp-f—%-f-b’kd:w 2)

N(s) es de grado m y D(s) es de grado p. El polinomio
caracteristico de lazo cerrado es:

5(8, kp, ki, ka) = sD(s) 4 (ki 4 kps + kas®)N(s)

y (s, kp, ki, ka) es de grado m. Multiplicando por el polinomio
auxiliar N*(s) y desarrollando se obtiene:

6(]w7 kjp7 k’h kd)N* (Jw) = p(UJ, ki7 kd) + ]q(w> kp) (3)
donde:

s%) — sN,(s%)

p(w, ki, ka) = p1(w) + (ks — kaw®)pa(w)  (4)

q(w, kp) = q1(w) + kpg2(w)  (5)

p1(w) = =0’ (Ne(=w®) Do(—w?) = De(—w®)No(—w?))  (6)
p2(w) = Ne(—w?)Ne(—w?) + w? No(—w?) No(—w?)  (7)

71 (W) = W(De(—w?) Ne(—w?) + w? Do(—w?)No(—w?))  (8)
32(w) = W(Ne(—w?)Ne(—w?) + w? No(—w?)No(—w?))  (9)

Para una mejor presentacion del resultado, se deben hacer las
definiciones siguientes:

Definicion 1: Para una k, fija, sean 0 < wo < w1 < w2 <
. < wy—1 los ceros reales, finitos, distintos y no negativos de

g(w, kp). Se define una secuencia de numeros 4, i1, 92..., ; tales
que it € {—1,0,1}. A partir de ellos se define Ag,:
A = {{i0,%1,%2..., 01 }} si n+m es par (10)
B = {{io,i1,i2...,51_1}} i n+m es impar

De las cadenas de numeros del conjunto Ay, se seleccionan las
cadenas que cumplen con la restriccién

A(y) = A(n — (LN (s)) = 7(N(s)))) (11)
donde:

{io — 201 + 2ia + ... + (=1)"71 241 + (=1)%i;}

x (=1)" " sgn[q(oo, kp)]

para m + n par
() =

{ig — 201 + 2 4+ ... + (=1)""124;_1}
X (=1)"" sgnlg(oo, kp)]

para m + n impar

Definicion 2: El conjunto de cadenas en Ay, que satisfacen
la restriccién anterior para una k, dada, definen el conjunto de
cadenas factibles:

Fy, = Ak, (n — (I(N(s)) — 7(N(s)))) (12)

Teorema 3: El problema de estabilizacién PID, con k, fija, se
puede resolver para una planta dada con funcién de transferencia
G(s) siy solo si, las siguientes condiciones se mantienen:

. F,jp no es un conjunto vacfo.

= Existe al menos una cadena I' = {io,i1,...} € Fe.y
valores de k; y kq tales que Vt = 0,1, 2, ... para los cuales

N*(jw) #0
p(wt, ki, kd)it > 0 (13)

|
Nétese que cada ecuacién en (13) representa un semiplano en el
espacio (ki, kq) por lo tanto, la solucién serd una interseccin
de semiplanos, lo cual implica que el resultado (si existe) es un
conjunto convexo.
La ecuacién (13) implica que para un valor determinado de k,
el correspondiente conjunto de valores (k;,kq) se obtiene al
resolver un sistema de desigualdades lineales. En diversos articulos
publicados (ver [1],[3],[4],[5]) se menciona que una manera de
hallar la solucién de dicho sistema consiste en aplicar técnicas de
programacion lineal, sin embargo en ningln caso se presenta un
procedimiento sistemadtico para llevarlo a cabo.
Por lo tanto, en este trabajo se propone un procedimiento para
determinar el conjunto convexo (k;, kq) en R? reformulado como
un problema de programacién lineal.

III. ANTECEDENTES DE PROGRAMACION LINEAL

Un Programa Lineal (PL) es un problema de optimizacién
en donde la funcién objetivo es lineal en las incdgnitas, y las
restricciones son igualdades y desigualdades lineales [6].
Independientemente de la forma que adopte, cualquier PL se puede
llevar a la llamada forma estdndar:

minimizar c1T1 + 22 + -+ + CnTn
sujeto a a1 + @122 + -+ anxn = by
a21T1 + a22%2 + -+ + A2nTn =by
Am1T1 + Am2x2 + -+ GmnTn = bm
con z1 > 0,22 >20,...,2, >0
o en forma compacta:
e . T
minimizar cx
sujetaa Azx=b x>0 (14)

donde ¢"x es la funcién objetivo, o funcién a optimizar. Hay
ciertos conceptos bdsicos que se deben tener en cuenta antes de
continuar:

Definicion 3 (Solucion bdsica): Dado un conjunto de m
ecuaciones lineales simultineas con n incégnitas (14), sea P
cualquier submatriz no singular de m x m formada por columnas
de A. Entonces, si todas las n — m componentes de x no
asociadas con las columnas de P se igualan a cero, la solucién
resultante del conjunto de ecuaciones lineales se conoce como
solucion bdsica de (14) con respecto a la base P. Si ademas
x > 0, entonces la solucién se llama solucion bdsica factible.

La importancia de la solucién bdsica radica en su relacién con el
concepto de punto extremo en la teoria de conjuntos convexos.
De acuerdo con [6]:

Definicion 4 (Punto limite): Un punto x en un conjunto
convexo C' se llama punto extremo, si no existen otros dos puntos
21y x2 en C tales que © = z1v + (1 — «)x2 para cualquier o
tal que 0 < av < 1.



La relacién entre la solucion bdésica factible y puntos extremos se
establece mediante el siguiente teorema:

Teorema 4: Sea A una matriz de m X n de rango n y b un
vector de dimensiéon m . Sea K un politopo formado por todos
los vectores x de dimension n que satisfacen:

Ax = b (15)
z > 0
Un vector  es un punto extremo de K si y solo si x es una
solucién basica factible de (15).

O
La demostracion de este teorema se puede consultar en [6].

IV. BUSQUEDA DE LA REGION ID ESTABILIZANTE

Tomando en cuenta las definiciones y resultados anteriores, para
el caso particular del sistema (13) se tiene:

A:[lwf}

- = [&]
b — [pl(wt)]

p2 (W)
Noétese que el sistema (13) no se encuentra en la forma estandar
dado que las restricciones son exclusivamente desigualdades y
ademds, el sentido de estas depende del valor de i;.
Para llevarlo a dicha forma, se puede hacer uso de variables aux-
iliares (slack variables) de manera que el problema se transforma
en:

minimizar c1T1 + CoTo + -+ + Cnn
sujeto a a1171 + a12%2 + -+ @1aTn + Y1 = b1
a21T1 + a22x2 + -+ -+ A2nTn + Y2 = by
Am1T1 + Am2X2 + - + AmnTn + Ym == bm
con 1> 0,22 >0,...,2, >0
y y1 >0,y2 >0,...,y, >0
o bien, en la forma compacta (14) con:
ks
ka
~ y1
r = Yo (16)
L Ym
b = _pr(wr)
p2 (wt)

En este caso las variables auxiliares representan un desplazamiento
que se aplica sobre las rectas que definen los limites de la regién
convexa que es solucién del problema de cdlculo de controladores
PID. Por lo tanto, cuando dicho desplazamiento es cero, se tiene
la recta original que representa una de las orillas. (Figura 2)

Por el teorema 4 se sabe que los puntos extremos de la regién
convexa que es solucién al problema de controladores PID se

Figura 2. Desplazamiento a través de variables auxiliares

pueden hallar obteniendo las soluciones bdsicas factibles del
sistema (16).

Noétese que si se obtiene una solucién basica tomando cualesquiera
dos de las variables z; = 0 y «; = 0, se obtendrd un punto
donde todas las rectas se intersecan gracias al desplazamiento
producido por las variables auxiliares, por lo tanto solo se debe
probar si dicho punto satisface las restricciones dadas por las
desigualdades y de ser asi, el punto es un punto extremo.

Para hallar estos puntos, hemos utilizado la funcién linprog
de MATLAB®) dentro de un ciclo iterativo en el cual se cambia
la pareja de variables ; = 0 y ; = 0 en cada paso.
Considérese la planta:

w2 —w+2
wb 4+ 9ws + 32w? + 26w3 + 266w? + 90w — 4

G(s) =

Utilizando las ecuaciones (6) a (9) se obtiene:

= W'’ —13w® + 164w° + 502w* — 176w>
= Wt 6wr—Tw?+4

= —70% — 490" + 532w° — 614w® — 8w
= W 46w’ — 7w+ 4w

e
[

L

fury
AE\A/—\
N N

de donde, para un valor de k, = 50 los ceros reales no repetidos
de g(w, kp) son:

wo =0 w1 =0505 wy=0.954 ws=3.218

a partir de las definiciones 1 y 2 y considerando que m + n es
par (ws = 00) se tiene:

Fop,={1 -1 1 -1 1}

Dado que solo hay una cadena de valores en Fj,, si existe,
solo habrd una combinacién posible de desigualdades para este
valor de k, tal que las correspondientes parejas (k;, kq) existen
también.

De acuerdo con el teorema 3, el sistema de desigualdades (13)
es:

-1 0 0
1 —0.2555 ki 3.6325
-1 0.9106 { ka ] 110.6962

1 —10.3585 —120.8887

Nétese que para w4 = oo la desigualdad se puede escribir como:



itkq < <7p1(wt) + k%) Tt

p2wiwi  wi

Tomando el limite cuando w — oo del lado derecho de la
desigualdad se observa que el término k;/wi — 0 cuando
w — co. En cambio el término p1(w:)/ (p2(wi)w?) arroja una
indeterminacién de tipo co/oco que se puede intentar resolver
utilizando la regla de L'Hopithal, sin embargo dado que el grado
de p1(w) es mayor que el grado de p2(w), el limite de la expresién
tiende a co cuando w — co.

En este caso ¢4 = 1, por lo que la desigualdad se puede interpretar
como:

kg < o0

y por lo tanto, se puede ignorar como restriccion.
Al llevar el sistema a la forma estdndar se tiene:

-1 0 1 0 0 O
A = 1 —-02555 0 1 0 O
-1 09106 0 O 1 O
| 1 -10358 0 0 0 1
ks
ka
¢ = |0
Y2
Ys
| s
i 0
I 3.6325
110.6962
| —120.8887

Para hallar los puntos extremos correspondientes, se utilizard la
funcién 1inprog cuyos datos de entrada son A, b, A y f, donde
f es la funcién a optimizar. En este caso se utilizard f = 2k; +kq.
Ademads, como se menciond, se deben buscar los puntos donde al
menos dos de las variables sean iguales a cero, por lo cual se debe
agregar a Aun par de renglones que representen z; =0y x; =0
coni=0,1,2,3y5=0,1,2,3; 7 # j.

De esta manera, en cada ciclo donde la funcién linprog
converge y devuelve un vector x, solo se deben considerar las
dos primeras componentes.

Una vez que se han probado todas las combinaciones donde dos
variables ; = 0 y x; = 0, se tendrd el conjunto de puntos
extremos de la region ID.

Finalmente, para dibujar la regién, se utiliza la funcién
convhull, cuyos argumentos de entrada son los puntos que se
hallaron en el paso anterior, y la salida serdn los indices de los
puntos que definen la regién convexa.

Para este ejemplo en particular y para el valor de k, = 50 la
region (ki, kq) se muestra en la Figura 3. Haciendo un barrido
sobre distintos valores de kj, se obtiene la regién (k,, ki, kq) segin
se muestra en la Figura 4.

V. CONCLUSIONES

Se ha mostrado en este trabajo una manera de resolver un
sistema de desigualdades lineales como parte de un algoritmo
para el disefio de controladores PID estabilizantes. Esta imple-
mentacién hace uso de las funciones linprog y convhull de
MATLAB®.

Actualmente se ha desarrollado en el Instituto de Ingenieria de la
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Figura 3. Regién de controladores ID estabilizantes para k, = 50

Figura 4. Regién de controladores PID estabilizantes para k;, = 50

UNAM una implementacién en MATLAB® del método para el
célculo de controladores PID estabilizantes que se mostré ante-
riormente.

Una de las ventajas de esta implementacién, aunque no se muestra
explicitamente, es en el momento de dibujar superficies abiertas
donde los valores de los pardmetros k; y kq pueden crecer
indefinidamente en cierta direccidn, ya que las cotas se pueden
expresar como una restriccién més e integrarse en el algoritmo de
manera sencilla.
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