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Resumen

El control de un sistema dindmico con condiciones de impacto es un problema interesante
con aplicaciones practicas. Una dificultad en controlar sistemas sujetos a colisiones es que las
ecuaciones de movimiento son diferentes cuando la condiciéon del sistema cambia de movimiento
libre a movimiento restringido. En este trabajo se ofrece una alternativa de modelado donde
las ecuaciones de movimiento son tnicas sin importar la zona de movimiento donde se situé
el sistema. Se propone un algoritmo de control por modos deslizantes para regular la fuerza
ejercida en un resorte, considerdndose que la fricciéon de Coulomb y las perturbaciones no
son completamente conocidas. El controlador propuesto se disena para el sistema general sin
importar la zona de movimiento en que se encuentre. Se prueba que el sistema no lineal es
asintoticamente estable en forma global y alcanza un error de fuerza igual a cero en estado

estacionario.

1. INTRODUCCION

Muchas aplicaciones en la industria involucran sistemas
mecanicos que interactiian con el ambiente. Ejemplos de
ellos se pueden encontrar en aplicaciones de manufactura
automatizada, materiales manejados por robots y aplica-
ciones espaciales. En estas aplicaciones, un factor impor-
tante es poder lograr modelar completamente el sistema y
las restricciones.

Anteriormente se han realizado investigaciones en el area
de control de robots con restricciones. Muchos de estos
trabajos son basados en la suposicion de que el sistema
mecéanico ya se encuentra en contacto con la restriccion.
Sin embargo, en muchas aplicaciones industriales el sis-
tema mecénico evoluciona en movimiento libre antes de
estar en movimiento restrictivo Mansard et~ al. [2009]. Es
ampliamente conocido que la conmutaciéon de movimiento
restringido a movimiento libre no presenta dificultades
comparado con la conmutacién de movimiento libre a
movimiento restringido Tornambé [1996], Potini et~ al.
[2006]. Esto se debe a que cuando se presentan impactos
entre dos sistemas mecanicos se produce un cambio re-
pentino en el sentido de la velocidad de ambos sistemas. La
transicion de movimiento libre a movimiento restringido
puede generar cambios repentinos en forma de fuerzas
impulsivas que afectan a los sistemas mecénicos, para mas
detalles consultar Brogliato [1999] y sus referencias. En
Dupree et~ al. [2006] se presenta un problema de un robot
de 2-gdl que colisiona con un sistema masa-resorte, no se
considera fricciéon ni perturbaciones, facilitdndose de esta
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manera que se logre demostrar estabilidad del sistema en
lazo cerrado.

El problema que se aborda en este documento es regu-
lacion de fuerza y posicién en un sistema mecanico con
friccion viscosa y friccién de Coulomb, el cual esta suje-
to a perturbaciones externas, donde se pueden presentar
impactos. Esto significa que el sistema mecanico colisiona
con otro sistema mecanico. Algunos trabajos anteriores de
sistemas mecanicos con restricciones se pueden encontrar
en Mansard and Khatib [2008], Indri and Tornambé [2001].
Debido a la simplicidad del modelo dinamico, se considera
una masa que colisiona con un sistema masa-resorte. Como
sensor de fuerza se utiliza un resorte rigido (ver Figura 1).

El sistema mecanico y la restriccion se modela como un
solo sistema generalizado. Este modelo nos permite desar-
rollar un solo controlador cuyo propésito es primeramente
alcanzar el contacto con la restriccion y mantener ese
contacto, una vez logrado esto, el control regula la fuerza
ejercida sobre un resorte.

Se utiliza la metodologia de control por modos deslizantes
para resolver el problema de regulacién de fuerza en el
resorte cuando se tiene contacto con la restriccion Utkin
[1992]. La principal caracteristica de esta clase de contro-
ladores es que nos permite que el modo deslizante ocur-
ra sobre una superficie de conmutacién predeterminada,
de tal forma que el sistema es gobernado por una sola
ecuacion deslizante y permanece insensible a cierta clase
de perturbaciones y variaciones paramétricas Utkin [1978].
Este tipo de controladores ha sido utilizado exitosamente
en control de movimiento de robots manipuladores, ver
Sabanovic et~ al. [2008] y sus referencias. Por otra parte



un trabajo de control por modos deslizantes aplicado a
robots con restricciones puede ser encontrado en Lian and
Lin [1998].

En nuestro caso, se propone un algoritmo de control
por modos deslizantes utilizando una superficie deslizante
dindmica, la cual es disenada para regulacion de trayec-
toria. El controlador utiliza mediciones de los errores de
posicién y velocidades, cuyo propésito es comprimir el
resorte sin exceder la fuerza deseada en él. Esto es debido
a que un sobretiro en la fuerza del resorte puede generar
una pérdida de contacto entre los sistemas mecanicos. Un
detalle importante a considerar es que el controlador no
necesita mediciones exactas de las fricciones de Coulomb ni
de la amplitud de las perturbaciones, solamente sus cotas
superiores. Para probar estabilidad del sistema mecanico
controlado se utilizan herramientas de funciones cuadrati-
cas, algunas referencias pueden encontrarse en Paden and
Sastry [1987], Shevitz and Paden [1994], Kazerooni [1990],
Branicky [1998]. Estas herramientas nos permiten que la
fuerza en el resorte converja asintoticamente a la referencia
deseada, ademés de probar convergencia en tiempo finito
hacia la superficie deslizante. Se confirma la validez del
desarrollo teoérico a través de simulaciones numeéricas.

El resto del contenido es esbozado de la siguiente manera:
En la Seccion II se presenta el modelo dindmico que
describe al sistema mecénico con su restriccion. El disenio
del controlador por modos deslizantes se presenta en la
Seccion III. En la Seccion IV se presenta el analisis de
estabilidad del sistema mecéanico en lazo cerrado. En la
Seccién V se presentan simulaciones numéricas, hechas en
MatLab®, finalmente se tienen conclusiones en la Secciéon
VI.

2. MODELO DINAMICO

El modelo dindmico de la masa m como se muestra en la
Figura 1 se puede expresar en coordenadas de espacio de
estado como

mljél +b1£.C1 +alsign(dc1) =u-+w (1)

donde x1(t), ©1(t), #1(¢t) € R denotan el desplazamiento,
velocidad y aceleracion de la masa mq, respectivamente;
b1 es el coeficiente de fricciéon viscosa y o es el coeficiente
de friccion de Coulomb. La masa m, esta actuada por
la entrada de control v € R y wy(t) € R es la pertur-
bacién externa desconocida. La amplitud de la friccion de
Coulomb y la perturbacién se asume que satisfacen

arp < M, sgp|w1(t)| <M (2)

para todo t y unas constantes M; > 0, Ny > 0. La
suposicion (2) se establece por razones técnicas que seran
claras mas adelante. Las dindmicas del sistema masa-
resorte en la Figura 1 en lazo abierto es

MoZo + bado + agsign(i‘g) + k($2 — .’L‘o) = W2 (3)
donde zo(t), @2(t), i2(t) € R denotan el desplazamiento,
velocidad y aceleraciéon de la masa msq, respectivamente;
2o € R es la posicién en reposo y sin perturbacién de
la masa mo, k es el coeficiente de rigidez del resorte, by
es el coeficiente de friccién viscosa y as es el coeficiente

de friccion de Coulomb y wa(t) € R es la perturbacion
externa desconocida. De igual forma que en (2) la amplitud

Xo, sensor de
fuerza

Figura 1. Ejemplo académico de un impacto entre dos
sistemas dinamicos.

de la friccién de Coulomb y la perturbaciéon se asume que
satisfacen

az < Mo, Slip|w2(t)| <N (4)
para todo t y unas constantes My > 0, Ny > 0.

Un impacto entre la masa m; y la masa mo del sistema
masa-resorte ocurre cuando x1(t) > z2(t) — d. El impacto
genera fuerzas opuestas y de igual magnitud entre la masa
my y la masa ms. La fuerza de impacto actuando en la
masa m;j y masa ms, representada por F,,(z1,x2) € R, se
define como
K

Fn= (@ —(@2=d) +|z1 = (22 -d))) (5
donde K representa un valor constante de rigidez y d es la
longitud horizontal de la masa ms.

Basandonos en (1), (3) y (5), el modelo dinadmico para el

sistema masa-masa-resorte puede ser expresado como
miZi + b1z + ozlsign(jsl) —F, =u+w
MoZo + bodo + agsign(a'cg) + k‘(l‘Q — xo) =F,, +ws

(6)

donde la fuerza en el resorte es
F = k‘(.’EQ(t) - 1’0), Vt. (7)

3. DISENO DEL CONTROL

El objetivo de control es encontrar un control w, que
dependa de la fuerza deseada sobre el resorte F** (a través
de la posiciéon deseada x* y la longitud horizontal d de
la masa ms), los desplazamientos de posicion (z1,z3), la
posicion de referencia xq y las velocidades (&1, &2), tal que
el sistema en lazo cerrado satisfaga

Jm [y (8) — 27| =0, lm fzs(t) —2™[ =0 (8)
donde z* es la posicion deseada de la masa my y ** = z*+
d es la posicion deseada de la masa ms. Trasladamos el

punto de equilibrio de (6) a cero definiendo la siguiente
transformacion de estado basada en el error de posicion:

*
y1=xr1—a,

1 :a’,’.h (9)
Y2 = T2 —.’L'**,
Yo = .

Por lo tanto el sistema (6) se puede transformar como
madi + big + easign(yn) — Fn = u 4w

mafia + baya + aosign(Jz) + k(y2 + 2™ — 20) = Fip + wo
(10)



donde Fj,, se pueden reescribir como

K
Fn = 5 (1 = y2 +|y1 = 2)) (11)
de igual forma la transformacién para F' es
F =k(ya + 2™ — x9). (12)

Se disena una ley de control por modos deslizantes para
el sistema (10). Se busca que el controlador dirija las
trayectorias del sistema hacia la superficie deslizante

t
— o +0) + (0 1)+ [ (F = F7 ke (13)
0
donde F** = k(z*™* — xg), p y y son parametros positivos.
La ley de control que asegura esto esta dada por
u = —myiAs —mySsign(s) + (by — mip)

mik bom .
+1(1/2+5E**~’l€0)+<2 1m1,u>y2
meo ma

(14)

m
- (1 + 1) Fp —may(F = F** + kyy).
ma

Se propone que la ley de control estara actuando en todo
tiempo, i.e., cuando la masa esta en movimiento libre o en
movimiento restringido (contacto con masa-resorte). Los
valores de A y 3 son parametros de ganancia positivos los
cuales seran sintonizados para asegurar que el movimiento
de las trayectorias se dirija hacia la superficie deslizante.
Debido a que la superficie deslizante (13) es una variable
dindmica, afadiremos s como otro estado en (10). Esto
nos conduce al sistema extendido

. F, U bi . w
=" — — g — 751gn(yl) +—
mq mi mi my mi
. k(ys +a* —x F, by . oz .
Y2 = LG R ) + ="~ gy — “Zsign(ys)
mao mo mo mo
w2
+ P
ma
F,, u by . a1 w
=l +50) + I+ — — 7137/1 — —sign(i) + —
mq mi mi
k — F, b
b ) B e ()
mo mo mo mo
w
+ 2 4 y(F = F*™ 4 kyy).
mao

(15)

Notar que para el sistema (15), la superficie deslizante
estara dada por (y1,91,y2,92)-

4. ANALISIS DE ESTABILIDAD

Analizaremos en esta seccion la estabilidad del sistema
en lazo cerrado (15), utilizando el controlador (14) y
concluiremos acerca de la estabilidad global.

Sustituyendo (14) en (15), el sistema en lazo cerrado toma
la forma

f1=—As — Psign(s) — pg1 + —— (y2 + 2™ — o)
2
+ ( - u> Yo + — — y(F + ky1) — —sign(t1)
L
mi
k(y2 + - QL'()) Fm b2 a9 .
2 = — ——1)p — ——sign(yz)
mo mo mo
w2
+ P
ma
§=—hs — Psign(s) — —“sign(jr) — —sign(sn)
TN
mi mo

(16)

donde F' = F— F**. Ahora, podemos verificar la existencia
de modos deslizantes verificando que ss < 0, a través del
siguiente desarrollo

s§ =35 (—)\s — Bsign(s) — %sign(gﬁ) + %
1 1

Qg ., . wa
———sign(y2) + )
mao mo

<—)\82—ﬂ8+<M1+N1 M2+N2)| |
mq m

M, + N Ms + N.
<—)\52—<5—< L L+ 2 2>>|s|
mi mao
Concluimos la existencia de modos deslizantes en la super-
ficie s = p(y1 + y2) + (Y1 + y2) + 7 fo (F — F** + kyy)dt

mientras la condicion 0 < Ny /mi+Na/mg < 8—Mq/mq—
M5 /ms permanezca valida.

También podemos demostrar la convergencia en tiempo
finito de las trayectorias hacia la superficie s = 0 a través
de la siguiente funciéon cuadratica
V(s) = s* (17)
E:uy)a derivada temporal a lo largo de las trayectorias de
16),

V(s(t))

<—2)\s2—2<ﬂ—(M1+N1 M2+N2)>|S|
<_2<ﬂ_<M1+N1 M2+N2>>S
mi
_2<5<M1+N1 M2+N2)> e (18)
mi
e (18) tenemos que
V(to)
— > —
V(t) =0parat>ty+ (5 <M1+Nl N M2+N2)) ts.
(19)

Por lo tanto, V() converge a cero en tiempo finito y en
consecuencia, un movimiento a través del conjunto s = 0
ocurre en el sistema discontinuo (16). De esta manera, en
los siguientes desarrollos asumiremos que el sistema (16)
esta en modo deslizante, tal que s = § =0 para t > t;.

Ahora demostremos que, mientras el sistema permanezca
en s = 0, las trayectorias (y1, 91, Y2, y2) convergen a cero
cuando t — oo. De (12), (13) con el cambio de variables



z=1y1+ Y2, £ =91+ Y2 y dado que F"* = k(z™* — zo),
tenemos que la dindmica del sistema (16), una vez que se
encuentra en la superficie deslizante, se describe por

AN D

Dado que v, k y p son positivas, notesé que el sistema (20)
tiene un tdnico punto de equilibrio situado en el origen,
el cual es asintoticamente estable. Debido a restricciones
fisicas del sistema mecanico la tunica forma de tener

(272) = (070) €s que (ylvylay%y.Z) - (0707070)

En resumen, se puede asegurar que todas las trayectorias
del sistema (10)—(12), con la ley de control (13)—(14)
convergen al origen. Sin embargo una forma de reducir
el nimero de impactos en el sistema mecénico es teniendo
una adecuada sintonizacién de los parametros del contro-
lador, especialmente de la relacién entre v, & y u. Esto
se obtiene localizando los polos del sistema (20) como
negativos y reales. Esto se logra satisfaciendo la relacién

> 2:/ky. (21)
5. SIMULACION NUMERICA

El desempeno y robustez del controlador por modos
deslizantes propuesto son puestos a prueba en simulaciones
nimericas. Estas simulaciones se llevan a cabo utilizando
MatLab®. Se estudia el modelo dinamico como en (15)
basado en los errores de posicion de las masas, velocidades
de las masas y la dinamica de la superficie deslizante s,
se consideran los siguientes parametros: fuerza deseada
F** = 2N, con la posicién en reposo xy = 3, una posiciéon
deseada z* = 3.5 y una longitud horizontal d = 0.5 de
la masa msy, por lo que x** = z* + d = 4, la constante
de rigidez del resorte & = 2, los coeficientes de friccién
b1 = by = 1, las masas m; = mg = 1 y un valor constante
de rigidez K = 3000. La ganancia del controlador es sin-
tonizada en A = 70, el parametro de la superficie deslizante
1 =2, el pardmetro de ganancia de la funcién signo g = 2
y la ganancia de la fuerza v = 0.5. Las amplitudes de

las fricciones de Coulomb son a; = 0.5y as = 0.3,
las perturbaciones en el sistema son w; = 0.2sin(t) y
wg = 0.3sin(2t). Las condiciones iniciales de error de

posiciéon, velocidad y superficie deslizante s son puestas
como y1(0) = 4,91 =0,y2 = -1, 92 =0y s = —0.1.

La Figura 2 nos muestra el error de posicion y velocidad
de la masa mj, donde se pueden apreciar los impactos
principalmente en los cambios repentinos de velocidad. La
Figura 3 muestra el error de posicion y velocidad de la
masas mo, donde de igual manera se observan los efectos
de los impactos. En la Figura 4 se observa el movimiento
deslizante s alcanzando la superficie deslizante en tiempo
finito. La Figura 5 muestra la fuerza ejercida en el resorte
y la Figura 6 la senal de control aplicada.

6. CONCLUSIONES

Se estudia un problema de regulaciéon asintética de posi-
cién y fuerza en un resorte para un sistema masa-resorte
que esta sin actuar el cual es impactado por una masa
actuada. Este sistema de estructura variable constituye
un ejemplo basico para la construccién de ejemplos més
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Figura 2. Error de posicion y velocidad de masa m;.
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Figura 3. Error de posiciéon y velocidad de masa m.
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fuerza en el resorte
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Figura 5. Fuerza generada en el resorte.
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Figura 6. Sefial de control.

complejos y completos. Mas atn, se incorporan algunos
elementos reales que no son completamente conocidos en
el diseno del controlador como lo son la friccon de Coulomb
y perturbaciones externas.

El controlador el cual presenta robustez en lazo cerrado,
fue sintetizado utilizando la metodologia de controladores
dindmicos por modos deslizantes. A su vez se prueba la
convergencia en tiempo finito a la superficie deslizante
y estabilidad asintotica global hacia un tnico punto de
equilibrio.
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