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Resumen— En este trabajo se describe la metodologia de
diseiilo de un controlador robusto con ajuste de la funciéon de
sensibilidad perturbacion a la salida. El analisis y diseiio del
controlador se realiza en tiempo discreto, la metodologia
empleada permite obtener simultineamente condiciones de
robustez y cumplir con las especificaciones de desempefio en
lazo cerrado, con el fin de proponer una soluciéon que pueda ser
implementada en linea.
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I. INTRODUCCION

En un sentido amplio, un sistema es un conjunto de
elementos asociados de forma tal que sea capaz de cumplir
un objetivo dado, como producir energia, acumular materia,
separarla, transportarla, etc. El interés principal a nivel
industrial es conocer el comportamiento de un sistema en
diferentes situaciones, y como la interseccion de sus partes
determina su evolucion temporal.

En la industria, la aplicacion de técnicas de control
avanzadas estd teniendo cada vez mas auge no solamente
por la mejora de prestaciones que son capaces de aportar
sino por el desarrollo de controladores que se estan
diseflando para controlar la planta en un punto de operacioén
y que sean robustos a perturbaciones.

Generalmente, la combinacion de modelos complejos de
sistemas dinadmicos y el disefio de controladores robustos,
dan como resultado que los controladores sean de mayor
orden, lo que dificultan su implementacion en la practica.

Para el disefio del controlador robusto se utiliza el método
de colocacion de polos basado en una estructura RST, el cual
es ampliamente utilizado para el disefio de controladores de
sistemas S.I.S.O. (Single-input and single-output), ya que se
basa en la solucion de la ecuacion de Bezout. En (Astrom
yWittermark 1990), (O y G 2005), (Landau 1998), aqui los
autores trabajan la atenuacion de la perturbacion en bajas
frecuencias de tipo polinomial de cualquier orden y
garantizan para lazo cerrado una ganancia unitaria, teniendo

en cuenta s6lo que la entrada de referencia sea constante.

Las funciones de sensibilidad (en particular la funcion de
sensibilidad a la salida), son indicadores claves del
desempefio nominal (y robusto) para la estabilidad robusta
de los sistemas de lazo cerrado (Landau, Cyrot, y Rey 1993),
(Landau 1995).

Con el analisis y la asimilacion del método de colocacion
de polos y ajuste de la funcion de sensibilidad perturbacion a
la salida, se puede desarrollar una herramienta que permite
llevar a cabo el disefio del controlador robusto y la reduccién
del orden del controlador.

Con el fin de lograr un mayor desempefio del sistema de
control, se tienen las siguientes necesidades: especificaciones
del desempefio deseado, identificacion o conocimiento de la
dindmica de la planta, técnica de implementacion del
controlador y, por ultimo, validacion del controlador
(Landau 2000).

El objetivo de este trabajo es suministrar una herramienta
de control robusto, un software libre bajo la plataforma de
MatLab® y SciLab®, para distribuir en la comunidad
especializada de la tematica.

Esta herramienta definira un “patrén”, para la funcion de
sensibilidad perturbacion a la salida que asegure un cierto
margen de robustez del sistema en lazo cerrado con el
controlador.

II.  REPRESENTACION DE LA PLANTA

El modelo de la planta G(z_l) es en tiempo discreto y

LTI (lineal e invariante en el tiempo), su estructura esta dada
por:

-1 Z_d(blz_l +...+anZ_nB)

_ _1 -n
) l+ayz +...+anAZ A

(1)

donde z = eSTS ,y d es el retardo puro de la planta en un
periodo de muestreo 7, contenido en el tiempo de retardo

de la planta.



Se asume que los polinomios A(z_l) y B(z_l) no tienen

factores comunes.

III. METODO DEL DISENO DEL CONTROLADOR ROBUSTO

Una vez que se conoce la planta en tiempo discreto y se ha
elegido la funcion de transferencia para lazo cerrado, se
disefia un controlador con estructura RST, ya que es un
método muy efectivo puesto que conduce a una solucion
automatica (O. y G. 2005).
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Figura 1. Configuracion de lazo cerrado.

A. Método de colocacion de polos

La figura 1, muestra un diagrama de bloques de un sistema
de control con un controlador digital RST (Landau y Zito
2002),(Astrom y Wittermark 1990). La forma canoénica es:

SCEHu@) =Ty * @) - Rz )

donde u(?) es la entrada a la planta (la ley de control),

y(t)es la salida de la planta y y*(f)es la trayectoria

deseada.
Esta trayectoria se almacena en una computadora o es
generada por un modelo de referencia, como el siguiente:

-1
e =2"C ) G)
Am(z )
donde 7(¢) es la referencia.

La funcién de transferencia en lazo cerrado H ¢ (z_l)

entre la trayectoria de referencia y salida de la planta esta
dada por:

24" hre™h
P(Z_1

1

Hic(z )=
) 4)

donde se definen los polos en lazo cerrado P(z_l) como:

Pz =4c:"HsE Y +¢ 7 BETHRET

P =Pp (TP )
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El término Pp (z_l) de la ecuacién (5) corresponde a los

polos dominantes en lazo cerrado deseados, Py (z_l) son los

polos auxiliares. La solucién de la ecuacion (5) estd dada de
la siguiente manera:

nP:degP(z_l)SnA tng+d-1
nS=degS(z ) <sng+d-1 (6)

nR=deg Rz )sn -1
donde,

—_ — * —_
Pbtsyg ™ =14¢7157 @) ()

-1\ = -1 -nR
R(q )—V0+7'1q +...+7’an " (8)

ST =1+s1"

Afiadir partes fijas al controlador es de mucha utilidad
para el disefiador, debido a que con éstas se pueden
establecer comportamientos deseados de éste (fijar polos).

Las partes fijas mas comunes que se afiaden al controlador
(Landau y Zito 2002) son: un integrador al polinomio

s, Hg (z"')y=1-z"", para asegurar un error cercano
a cero, en el punto [—1,/0], y la otra parte fija es en el
HR(Z_1)21+Z_1 a lo
denomina “abrir el lazo”, esto hace que el controlador se

comporte como un filtro pasabajas, rechazando sefiales con
frecuencias mayores a 0.5 veces la frecuencia de muestreo.

polinomio R(z_l) , que se

De las ecuaciones (7) y (8) se obtiene:

Rz"H=RGETHHRET o)
s h=s'"Hs(z™h
R'(z_l) y S'(z_l) son la parte a calcular resolviendo la
ecuacion de Bezout de los polinomios del controlador como
sigue:

PN = ahs' gz 10
+279BEYRGE YHRET

La parte de seguimiento 7(z™') de la ecuacion (2), del
controlador es usada para compensar la dindmica en lazo
cerrado de tal manera que toda la funcién de transferencia
(desde r(t) a y(t)) tiene la dindmica del modelo de

. B
referencia —2% .
m

El polinomio T(z™") tiene tres formas bésicas:

La primera forma contiene todos los polos del lazo
cerrado dados por el polinomio P = AS + BR y la ganancia



estatica se ajusta de tal forma que y*(¢)a y(¢) es 1; por lo
tanto la funcion de transferencia es:
piz"h
B(1)
La segunda forma contiene los polos dominantes del lazo

7z H = (11)

cerrado dados por el polinomio Pp y la ganancia estatica es

ajustada, por lo que la ganancia estatica de la funcion de
transferencia para y*(¢t)a y(¢) es 1, donde:

Ppz" Hryz™h

-1
T = 12
(z ) () (12)
La tercera forma es el valor de una ganancia definida por:
=20 (13)
B()

1V. FUNCIONES DE SENSIBILIDAD

Las funciones de sensibilidad describen la atenuacion en
las perturbaciones debido a la realimentacion, es decir,
permiten determinar instantineamente una gran cantidad de
informacién sobre el sistema de control (perturbaciones,
estabilidad, robustez, entre otros).

Segun la figura 1, se definen las siguientes funciones de
sensibilidad:

La funcién de sensibilidad entre la salida del controlador
u(t) y la perturbacion p(¢) (funcion de sensibilidad

perturbacion a la entrada) se define como:

_4c"HreETh
Pzl

La funcién de sensibilidad entre la saliday(f) y la

Syp = (14)

perturbacion p(¢) (funcion de sensibilidad perturbacién a la

salida) se define como:

_Ae"hseE™h
Pz h

La funcién de sensibilidad entre salida de la planta y(¢) y

Syp (15)

el ruido medido b(¢) (funciéon de sensibilidad ruido a la

salida) se define como:

Bi"HRET
P(z )

Esto es importante para enfatizar la siguiente propiedad:

Sz = (16)

Sy H=S,E"h =1 (17)

La ecuacion (17) se utilizard para definir el margen de
retardo expresado en términos robustos (ver ecuacion 24).
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V. MARGENES DE ROBUSTEZ
La distancia minima con relacién al punto critico[~-1, ;0]

caracteriza la “reserva de estabilidad” o la “robustez” del
sistema en lazo cerrado frente a las variaciones de los
parametros del sistema (o incertidumbres sobre el valor de
los parametros).

Dos margenes de robustez, el margen de mddulo y el
margen de retardo son importantes para el disefio de
controladores digitales (Landau, Cyrot y Rey 1993.),
(Landau (1995).].

Frecuencia de
cruce
Wre

Figura 2. Margenes de robustez.

A. Margen de médulo (AM)
La funcion de transferencia en lazo abierto H 4 (z_l) del
sistema es la siguiente:
z79B:"HRETYH
4E"HsE™

Hpg(zh= (18)

El margen de modulo (AM) se define como el radio de un

circulo con centro en [-1, j0], dicho circulo es tangente a la

grafica (traza) de Nyquist del sistema

HLA(Z_I)‘ (Vel‘

ecuacion 18), como se muestra en la figura 2.
El margen de mddulo (AM) , esta dado por:

AM = minl + H 4 (2_1)‘ = min S;I}(z_l)‘ = (mdeyp(z_l)‘)_l
(19)
En consecuencia, la reduccion max|S (z_l) provocara

un crecimiento al margen de médulo y viceversa.
Los valores tipicos para un buen margen de mddulo son
(Landau 2000):

AM 2 0.5(-6dB) [min:0.4(-8dB)] (20)
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B. Margen de retardo (AT)

Un retardo puro introduce un desfasamiento proporcional
a la frecuencia « . Para una cierta frecuencia @, , el

desfasamiento que introduce un retardo puro 7 es:

Uo(w)=wr 21

De esta forma es posible convertir un margen de fase en un

“margen de retardo”; entonces, el margen de retardo (A7) se

muestra como el retardo adicional que puede tolerar el

sistema en lazo abierto antes de provocar inestabilidad al

sistema en lazo cerrado ( ver figura 2).
AD

a)&

AT (22)

Si la grafica de Nyquist intersecta en varias ocasiones (i) al

circulo unitario, entonces el margen de retardo se define
como:

. AD
AT =min—

fe

(23)

Un valor tipico del margen de retardo es: una fraccion del
retardo puro del sistema (10%) o de la respuesta en el tiempo
(10%), usualmente 17, donde T es el tiempo de muestreo.

VI. SIMULACIONES

A) DEFINICION DE LA “PLANTILLA” PARA LA FUNCION DE
SENSIBILIDAD A LA SALIDA.

Usando el teorema de pequefia ganancia y la
representacion de la incertidumbre de la planta, el margen de
moddulo y el margen de retardo pueden ser convertidos en
“condiciones de estabilidad robusta”.

Por otra parte la estabilidad robusta permite la definicion
de la plantilla “superior” para los moddulos de las varias
funciones de sensibilidad (Landau (1995).

Para el “margen de retardo” de un periodo de muestreo la
condicion de estabilidad robusta a partir de la ecuacion (17)
es expresada como:

-]t -1 -]t
1 |1jfv| <S (z)<l+i-z7| 24
z=e Oswsm

Para asegurar el margen de retardo AT =T , se requiere
que el modulo de S ” (z™") se encuentre dentro de un “tubo”

definido por una plantilla, como se muestra en la figura 3, la

cual en la parte baja esta dada
-1
por wol o =1-fi-271 y una parte alta de la plantilla
inf
, -1 |
definida por | =1+|l-z ‘ .
sup
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Plantilla de la Funcién de sensibilidad Syp
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Figura 3.Plantilla de la funcion de sensibilidad a la salida.

En cuanto a la “estabilidad robusta”, el margen de médulo
define el maximo valor de los moédulos de la funcién de
sensibilidad a la salida (la parte superior de la plantilla) y el
“margen de retardo” define una parte superior e inferior de la
plantilla, la parte inferior se iniciara en 0.15f (para

AT =T).
B) APLICACION DE LA METODOLOGIA

Para probar la metodologia implementada se realizaron
algunas simulaciones con los datos del modelo de una planta
de transmision flexible.

La transmision flexible consta de tres poleas unidas por
cintas elasticas (ver figura 4.), una de estas poleas estd
limitada por el eje de un motor D.C. y el motor de posicion
es controlado por un servo-local; el objetivo del control es
conseguir la posicion deseada de las tres poleas.

Modificando el voltaje de entrada del motor que impulsa
la primera polea, la salida y(¢) del sistema es la posicion del

eje de la tercera polea, y la sefial u(¢) es la referencia para la

primera posicion del eje de la polea.
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Figura 4.Control de posicion por medio de transmision

flexible.

El modelo de la planta esta representado por:



A(z71) =1-1.609555271 +1.87644272 —1.498792 73 +0.8857-™4  En el segundo diseflo se utiliza un segundo para de polos,

B(z71)=0.3053271 +0.3943.72

d=2

En la figura 5 se representa la frecuencia caracteristica de
este modelo, los modos de vibracion de la planta, se definen

por w=19017Hz, { =0.042 y w=5.0074Hz, { =0.023.
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Figura 5. Diagrama de Bode del modelo de la planta de
transmision flexible.

El controlador disefiado debe asegurar ciertas
especificaciones de robustez en términos del margen de
moddulo, margen de retardo y el valor maximo de los
modulos de la funcién de sensibilidad a la entrada a
frecuencias altas, las especificaciones de desempefio y
robustez de la planta son resumidas a continuacion:

Dinamica de seguimiento: se realiza con un sistema de
segundo orden 'y los datos utilizados
ap =1.9017H y{ =0.9.

Error igual a cero en estado estacionario: se incluye un

son:

integrador: Hg (z_l) =1-z"7!

Los polos dominantes del lazo cerrado: corresponden a la
discretizacion de un sistema en tiempo continuo con
ap =1.9017H y{ =0.8.

Margen de médulo: AM 20.5

Margen de retardo: A7 20.05seg

Funcién de sensibilidad a la entrada:

Sup (Z_l)

max <10 dBpor f=0.35f

Se disefia un primer controlador con solo los polos
dominantes, el valor del margen de médulo es AM =0.498,
el cual es ligeramente menor al valor deseado y su

Sup (Z_l)

valor requerido como se observa en la figuras 6 y 7 (curva
del controlador A), (ver tabla 1).

max| en frecuencias altas es superior a 10dB del
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los cuales representan el segundo modo de vibracion con
amortiguamiento igual o superior al valor en lazo abierto.

Al aumentar el valor de amortiguacién el margen de
modulo esAM =0.522 y se observa otra vez que se
encuentra ligeramente superior al valor deseado, el efecto del
par de polos reduce significativamente, el

Sup (Z_l)

controlador B).

El tercer controlador se disefia porque la funcion de
sensibilidad a la entrada se esta amplificando unos pocos dB
de la medicion del ruido y se puede interpretar como
perturbacion, para contrarrestar este fendmeno es suficiente
abrir el lazo en altas frecuencias, mediante la introduccion de
1

maximo

a 6.24 dB (ver figuras 6 y 7, curvas del

la partes fijas Hp (z_l):1+z_ en el controlador y se

observa que disminuye en gran medida en las frecuencias
altas (ver figura 6 y 7, controlador C), el valor del margen de

modulo es AM =0.544 y el. mdx|S,, (z™")

Funcién de sensibilidad Syp
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Figura 6. Varios controladores para el control de posicion
por medio de transmision flexible, por la funcion de
sensibilidad a la salida.
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Figura 7. Representacion de la funcion de sensibilidad a
la entrada ante varios controladores.
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TABLAI
Especificaciones de los controladores.
A B C
Hez™H | 1-271 1-271 1-271
Hp(z™h 1427
Polos a=1194 | «=1194 | «=11.94
dominantes | ¢ =0.8 (=038 { =038
Polos a =31.46 a =31.46
auxiliares {=0.15 {=0.15
- 1\
(1—022 1) (1—022 1)

VII. CONCLUSIONES

Se desarrollé un programa libre para el disefio automatico
del controlador, esta herramienta desarrollada para el calculo

del controlador permite encontrar los polinomios R(z _1) R
Sz Yy T(z_l) , verificar que él S(z_l) sea estable y que
la funcion de sensibilidad a la salida S Wp (z_l) ,8€ encuentre

dentro de los limites que garantizan la robustez del
controlador.

Si la funcién de sensibilidad a la salida no se encuentra
dentro de los margenes de robustez, se debe proceder a
calcular nuevamente el controlador; modificando ya sea las
partes fijas del controlador (HryHg) o los polos

auxiliares que forman la parte del polinomio caracteristico
del sistema en lazo cerrado (P ) ; el proceso de calculo de

un controlador robusto es iterativo y depende de las
especificaciones dadas por el disefiador.

Con el fin de obtener un controlador robusto con respecto
a los errores de modelado mas alla del ancho de banda en
lazo cerrado, los polos auxiliares se eligen cerca a los polos
de alta frecuencia de la planta.

Los resultados de simulacion han permitido corroborar la
validez de la metodologia y el buen comportamiento del
controlador disefiado.
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