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Resumen— Los procesos con retardo de tiempo significativo
en el canal de entrada son comúnmente encontrados en
la pr áctica. El control de estos procesos es un problema
desafiante por la dificultad de compensar los efectos inducidos
por dichos retardos. En este trabajo, se propone una nueva
metodologı́a de control a trav́es de una retroalimentacíon
dinámica de salida para sistemas inestables con retardo
de tiempo en el canal de entrada. La estrategia de control
comprende sistemas de cualquier orden. Para la sintonización
de los controladores se considera un enfoque polinomial y una
aproximación de Pad́e del t́ermino retardo. Adicionalmente
se considera el rechazo de perturbaciones de tipo escalón
y seguimiento de refererencia. Se presentan simulaciones
numéricas para ilustrar la efectividad de la estrategia
propuesta.

Palabras clave: Retardos de tiempo; Aproximacíon de
Padé; Enfoque Polinomial.

I. I NTRODUCCIÓN

Los retardos en la entrada de control son frecuente-
mente encontrados en procesos quı́micos, de manufactura,
metalurgia y biotecnológicos (Kolmanovskii V. B. y A.
Myshkis, 1999), (Niculescu S. I. , 2001). En comparación
con los procesos sin retardo, la presencia de un retardo de
tiempo incrementa la dificultad para obtener un controlador
(Luyben, W. L., 2001). En la práctica, es bien sabido
que el rendimiento alcanzable (i.e., tiempos de operación,
sobreimpulsos, etc.) de un controlador puede ser seriamente
afectado si el proceso tiene un retardo de tiempo rel-
ativamente grande en comparación con la constante de
tiempo del sistema (Marshall, J.E., 1979),(Malek-Zavarei
M. y Jamshidi M., 1987). En este caso, la compensación
del retardo de tiempo puede ser necesaria para mejorar el
desempeño de control.

Entre algunas soluciones propuestas para el control de
este tipo de sistemas se han utilizado los observadores
basados en predictores para mejorar la estabilidad en el lazo
de control (Furakawa, T. y Shimemura, E., 1983), con una
configuración de autosintonización (Lee, T.H.; Wang, Q.G.
y Tan, K.K., 1995). Recientemente, Tanet al. (Tan, K.K.;
Lee, T.H. y Leu, F.M., 2002) han usado generalizaciones
del enfoque del control predictivo para obtener un control
óptimo de referencia en términos de especificaciones de

funcionamiento. Por otro lado, un resultado interesante
es que cuando se utiliza un modelo general de segundo
orden, el controlador primario es reducido a un control
de tipo PID. De esta manera, el control tradicional PID
puede ser visto como un controlador con una simple es-
tructura de predicción inducida por la parte derivativa. Esta
propiedad de compensación derivativa ha sido explotada
con el propósito de mejorar las estrategias autosintonización
(Tang W. y Shi S., 2002). Luyben (Luyben, W. L., 2001)
también ha destacado la ventaja del uso de la compensación
derivativa para reducir los diversos efectos de los retardos
de tiempo en la entrada de control. Además, ha mostrado a
través de simulaciones numéricas, que el control PID puede
desempeñar un mejor comportamiento, en comparación con
un control PI, con una medición aceptable a la sensibilidad
del ruido.

Las principal conclusión de los resultados discutidos en
las lı́neas anteriores es que, se requieren controladores de
orden superior para obtener un buen comportamiento de
los sistemas de control (i.e., mayor tasa de convergencia
y un rápido rechazo de perturbaciones) cuando los retar-
dos de tiempo están presentes. Por ejemplo, en Luyben
(Luyben, W. L., 2001) se muestra que el uso de un control
derivativo mejora el rendimiento de control en los aspectos
antes mencionados. Nótese que en un sentido estricto, la
acción derivativa incrementa el orden de control en una
unidad. Subsecuentemente, el PID es un controlador que
esta equipado con un control integral para mejorar el de-
sempeño en términos de seguimiento de trayectoria. Como
se discutió anteriormente, la retroalimentación derivativa
puede ser vista como una aproximación inversa para el
operador de retardo (Huang H.-P.; Chen Ch.-L.; Chao Y.-
Ch. y Chen P.-L., 1990). Además de esto, existen diferentes
métodos para aproximar el término de retardo,e−τs, de un
modo explı́cito. Entre ellos están, el método de momentos
(Papadourakis, A., D. M. D. J., 1989), la expansión en serie
de Taylor (Hugo, A. J., T. P. W. J., 1996) y la aproximación
de Pade (Malek-Zavarei M. y Jamshidi M., 1987). En este
trabajo se utiliza la aproximación de Padé para el diseño
del control de los sistemas inestables con retardo.

En este trabajo, se propone una nueva metodologı́a de
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control a través de una retroalimentación dinámica de salida
para sistemas inestables con retardo de tiempo en el canal
de entrada. Note que la estrategia propuesta no esta limitada
al caso de retardo a la entrada, también puede utilizarse para
sistemas con retardo a la salida. Esto puede comprenderse
al tomar en cuenta que la transferencia entrada-salida de
los sistemas con retardo es la misma en ambos casos.
Para el diseño de control se considera una aproximación
de Padé del término retardo para obtener una función
de transferencia sin términos trascendentales. Posterior-
mente, se utiliza el enfoque polinomial para sintonizar los
controladores dinámicos. Finalmente, se consideran los
problemas de rechazo de perturbación y el seguimiento de
referencia. Se utilizan simulaciones numéricas para ilustrar
la efectividad de la estrategia de control.

II. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Esta sección presenta la clase de sistemas que envuelven
retardos de tiempo en la señal de entrada (o equivalente-
mente, en la salida). Considere la siguiente clase de (posi-
blemente inestables) sistemas lineales SISO con retardos de
tiempo en la entrada,

˙̄x(t) = Āx̄(t) + B̄u(t − τ)
y(t) = C̄x̄(t)

, (1)

dondex̄ ∈ R
n es el vector de estado,u ∈ R es la entrada, y

∈ R es la salida, yτ ≥ 0 es el retardo de tiempo asociado a
la señal de entrada.̄A ∈ R

n×n, B̄ ∈ R
n×1 y C̄ ∈ R

1×n son
matrices y vectores del sistema que se suponen conocidas.
La representación entrada-salida del sistema dado por la
ecuación (1) puede ser obtenida aplicando la transformada
de Laplace a la misma ecuación. Esto conduce a la siguiente
expresión,

sX̄(s) = ĀX̄(s) + B̄e−τsU(s)
Y (s) = C̄X̄(s).

,

la cual puede ser reescrita como,

Y (s)
U(s) = C̄

[

sI − Ā
]

−1
B̄e−τs

= N(s)
D(s) e

−τs = G(s)e−τs
, (2)

Donde N(s) y D(s) son polinomios de la variable
complejas. Obsérve que una estrategia de control simple,
por retroalimentación estática de salida,

U(s) = [R(s) − Y (s)]F (s),

conduce a la siguiente función de transferencia de lazo
cerrado,

Y (s)

R(s)
=

F (s)G(s)e−τs

1 + F (s)G(s)e−τs
.

Donde el término retardo (e−τs) en el denominador
complica el análisis de estabilidad del sistema debido al
número infinito de raı́ces producidas por dicho término.
La metodologı́a de control propuesta sugiere reemplazar
el término retardo por una aproximación de Padé para el
diseño de los dos controladores dinámicos. En la siguiente

sección se proporcionan los detalles acerca de la aproxi-
mación de Padé.

III. N OCIONES BÁSICAS

La aproximación de Pade para el terminoe−τs, esta dada
por una expansión fraccionaria de la forma,

e−τs
≈

Nn (s)

Dn (s)
, (3)

donde,

Nn(s) =
n
∑

k=0

(2n−k)!
k!(n−k)! (−sτ)

k
,

Dn(s) =
n
∑

k=0

(2n−k)!
k!(n−k)! (sτ)

k
.

En la expresión anterior,n representa el orden de la
aproximación de Padé y la constantek toma los valores de
k = 0, 1, 2, ..., n . Desarrollando la serie del denominador
y del numerador, el términoe−τs puede ser escrito como
una función de transferencia general de ordenn, dada por,

e−τs =

n
∑

k=0

an−k(−sτ)k

n
∑

k=0

an−k(sτ)k

. (4)

Los coeficientes del polinomio del numerador y del
denominador pueden ser expresados como,

an−k =
(2n − k)!

k!(n − k)!

1

τn−k
. (5)

Con la finalidad de obtener una función de transferencia
polinomial del término retardo, considere un sistema en el
cual la salida esta dada comoY (s) = e−τsW (s) y una
aproximación de Padé para el término retardo. Note que si
el orden de la aproximación de Pade es un valor par, la
función de transferencia en la variable complejas, puede
ser expresada por,

Y (s)

W (s)
=

sn − a1s
n−1 + ... − an−1s + an

sn + a1sn−1 + ... + an−1s + an

≈ e−τs, (6)

donde el coeficientea0 tiene un valor unitario. Por otro
lado, si el orden de la Aproximación de Pade es impar, la
función de transferencia es,

Y (s)

W (s)
=

−sn + a1s
n−1 − ... − an−1s + an

sn + a1sn−1 + ... + an−1s + an

≈ e−τs.

(7)

IV. RESULTADOSPRINCIPALES

En esta sección se presenta la metodologı́a propuesta para
el diseño de control para sistemas con retardo de tiempo.

Considere el sistema con retardo de tiempo dado por
la ecuación (2). Seayc (t) la referencia del sistema. El
problema de control consiste en diseñar un controlador por
retroalimentación dinámica tal quey(t) → yc (t) asintotica-
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Figura 1. Controlador con dos grados de libertad

mente. Debido a que el término retardo complica el análisis
de estabilidad, el diseño de control propuesto esta basado
en reemplazar el término retardo por una aproximación de
Pade (dada por la ecuación (6) o (7)), en la ecuación (2) .
Ası́, se obtiene una función de transferencia polinomial del
proceso,

Gr(s) =

(

N (s)

D (s)

) (

Y (s)

W (s)

)

=
B (s)

A (s)
,

la cual incluye el proceso libre de retardo y la aproximación
de Padé del término retardo.

Note que el procesoGr(s) proporciona polos y ceros
(reales e imaginarios) debido al orden de la aproximación.
De esta manera, la aproximación del operador retardo
incrementa el grado relativo del proceso. Ası́, mientras
el orden de la aproximación se incremente, el orden del
procesoGr(s) también será de orden superior.

Además, supongase que solo la saliday(t) y la entrada
u(t) son medibles. Una vez que la función de transferencia
Gr(s) = B (s) /A (s) ha sido calculada, el diseño de con-
trol por retroalimentación dinámica de salida esta basado en
un enfoque polinomial el cual será descrito a continuación.

Considere el siguiente modelo del proceso,

Y (s) = B(s)
A(s)U (s) , (8)

dondeB (s) y A (s) son polinomios de la variable compleja
”s”. U (s) y Y (s) son entradas y salidas respectivamente.
Note que,B (s) /A (s) incluyen los términos del sistema
libre de retardo y los términos de la aproximación de Pade
del término retardo. Se considera queB (s) /A (s) es es-
trictamente propia, controlable y observable. El controlador
polinomial puede ser representado como sigue,

U (s) = −R(s)
S(s) Y (s) + T (s)

S(s)Yc (s) , (9)

dondeYc (s) es la variable de entrada yY (s) es la señal
de salida. La Figura 1, muestra el esquema de control
polinomial expresado en la ecuación (9). La función de
trasferencia de los controladoresT/S y R/S son consider-
ados estrictamente propios. Sustituyendo la ley de control
dada por la ecuación (9) en la ecuación (8), se obtiene,

Y (s) = BT
AS+BR

Yc (s) . (10)

Figura 2. Sistema con perturbación a la entrada

El polinomio caracterı́stico inducido por el controlador
es,

AS + BR = 0 . (11)

Obsérvese que en la ecuación (11) se tiene plena libertad
de diseñar el controladorS (s) y R (s), de tal manera que
los polos del sistema puedan ser reubicados libremente.
Para este fin, se iguala la ecuación (11) con un polinomio
caracterı́stico deseadoD (s) del mismo orden (normalmente
estable).

D = AS + BR , (12)

Note queD (s) es una parte importante para el diseño del
controlador, ya que de él depende la estabilidad del sistema.
Los parámetros del vector de controlS y R pueden ser cal-
culados resolviendo un conjunto de ecuaciones algebraicas
obtenidas al igualar los coeficientes de los polinomios del
lado izquierdo y del lado derecho de la ec. (12). Más
adelante se proporcionan los detalles de la solución de las
ecuaciones.

Ahora, para analizar el problema del rechazo de pertur-
bación, considérese,

U (s) = −R(s)
S(s) Y (s) + Q (s) , (13)

la cual incluye la perturbaciónQ (s) . Sustituyendo la
ecuación (13) en (8), se obtiene,

Y (s)
Q(s) = SB

AS+BR
. (14)

Aplicando el teorema del valor final a la función de
transferencia salida-perturbación dada por (14) se tiene,

ĺım
t→∞

f (t) = ĺım
s→0

s
(

SB
AS+BR

)

Q(s), (15)

Es claro que la función de transferencia salida-
perturbación es nula en estado permanente si se propone
una acciónS (0) = 0 lo que significa queS (s) se debe
factorizar de la siguiente forma,

S = sS′, (16)

dondes es un operador de integración en el sistema de lazo
cerrado yS′ es un nuevo polinomio con gradodeg (S)−1.



                 Congreso Anual 2009 de la Asociación de México de Control Automático. Zacatecas, México.

En la Figura 2, se ilustra la transferencia perturbación-
salida.

Por otro lado, para garantizar el seguimiento de referen-
cias tipo escalón, se aplica el teorema del valor final a la
ecuación (10), expresado como,

ĺım
t→∞

f (t) = ĺım
s→0

s
(

BT
AS+BR

)

Yc(s) . (17)

La ecuación anterior muestra que es suficiente elegir el
polinomioT (s) tal que,

T (0) = R (0) , (18)

para que el sistema siga referencias de tipo escalón.
Las condiciones en términos de grados de polinomios que

satisfacen la ecuación (16) y (18), estan dadas por,

deg (D) = 2 deg (A) + 1
deg (R) = deg (A)

deg (S) = deg (A) + 1
. (19)

Una vez que se ha determinado el grado de los contro-
ladores, se resuelve el sistema de ecuaciones lineales para
obtener los coeficientes de los controladores polinomiales
S (s) y R (s). El sistema de ecuaciones lineales puede ser
representado de la siguiente forma,

Mx = h (20)

dondeM es una matriz cuadrada de dimensión2 deg (A)+2
. Esta matriz esta formada por los coeficientesA (s) y
B (s), x es el vector formado por los coeficientes descono-
cidos deS (s) y R (s) y finalmente,h es un vector formado
por los coeficientes del polinomio deseadoD (s). Entonces,
los coeficientes de los polinomios están dados por,

A (s) = sn + a1s
n−1 + a2s

n−2 + ... + an

B(s) = b1s
n−1 + b2s

n−2 + ... + bn

R (s) = r0s
n + r1s

n−1 + ... + rn

S (s) = s0s
n+1 + s1s

n + s2s
n−1 + ... + sns

D (s) = d0s
2n+1 + d1s

2n + ... + d2n−1

. (21)

De esta manera, la ecuación (20) puede ser expresada
con,

M =
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En general, la ecuación matricial (20), llamada de
Sylvester, es solución si la Identidad de Bezout se satisface.
Note que los coeficientes desconocidosS(s) y R(s) pueden
ser calculados resolviendo el vectorx en la ecuación
(20), en un software computacional como Matlab, Maple,
etc. Para evitar comportamientos oscilatorios, se sugiere
reubicar los polos sobre el semieje real negativo del plano
complejos.

V. RESULTADOS EN SIMULACIÓN

Ejemplo 1.Considere un sistema de primer orden, estable
y con retardoτ = 1 , cuya función de transferencia es,

Y (s)
U(s) = 1

s+1e−s . (22)

Para el diseño de la estrategia de control se utiliza una
aproximación de Padé de segundo orden (i.e.n = 2). Ası́,
la función de transferencia polinomial es,

Y (s)
U(s) = 1

(s+1)

(s2
−6s+12)

(s2+6+12)
.

El grado de los polinomios se determina con la expresión
(19),

D = 2 deg (A) + 1 = 7 deg
R = deg (A) = 3 deg

S = deg (A) + 1 = 4 deg
.

Los coeficientes de los polinomiosR y S pueden ser
obtenidos al resolver (20). Las raı́ces de la ecuación caracte-
rı́stica (12) son ubicadas en{−1,−2,−3, ...,−6,−7}, en-
tonces los polinomios pueden ser escritos como,

D = s7 + 28s6 + 322s5 + 1960s4 + 6769s3

+13132s2 + 13068s + 5040
R = r0s

3 + r1s
2 + r2s + r3

S = s0s
4 + s1s

3 + s2s
2 + s3s

,

dondeD (s) es el polinomio caracterı́stico deseado.M es
una matriz cuadrada de dimensiones de8x8. La ecuación
(20), para este ejemplo se expresa con,
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Figura 3. Controlador con dos grados de libertad para el Ejemplo 1.
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Figura 4. Respuesta de la salida para el Ejemplo 1.
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Finalmente, al resolver la ecuación (20) para este sisetma
se obtienen los coeficientes de los controladores polinomi-
alesR (s), S(s) y T (s),

R = 34s3 + 240.1667s2 + 626.1667s + 420
S = s

(

s3 + 21s2 + 123s + 672.833
)

T = 420
.

La Figura 4 muestra el desempeño de la metodologı́a
de control sujeta a una perturbación tipo escalónq (t) que
actúa en el tiempot = 10 segundos con una magnitud de
0.03 unidades.
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Figura 5. Respuesta de la salida para el Ejemplo 2.

Ejemplo 2.Ahora, considere un sistema de primer orden,
inestable y con retardoτ = 1.2, cuya función de transferen-
cia es,

Y (s)
U(s) = 1

s−1e−1.2s .

Para este caso se utiliza una aproximación de Padé de
sexto orden del término retardo. Los grados de los poli-
nomios son,

D = 2 deg (A) + 1 = 15 deg
R = deg (A) = 7 deg

S = deg (A) + 1 = 8 deg
.

Los polos son reubicados en{−1,−2, ...,−14,−15} y
finalmente se resuelve la ecuación (20) para este ejemplo.
En la Figura 5 se presenta el desempeño de la metodologı́a
de control sujeta a una perturbación tipo escalónq (t) que
actúa en el tiempot = 10 segundos con una magnitud de
0.03 unidades.

En Del Muro (Del Muro C.B., Márquez R.J.F. et al.,
2008), se ha mostrado que no es posible estabilizar sistemas
con retardo relativamente grande a través de una simple
retroalimentación estática de salida, con lo cual se confirma
nuevamente la necesidad de una retroalimentación dinámi-
ca, como la que se propuso en este trabajo.

Ejemplo 3.Considérese un sistema de segundo orden,
fuertemente inestable y con retardo de tiempoτ = 1,
expresado como,

Y (s)
U(s) = 1

(s−1)(s−2)e
−s .

Para este sistema se considera una aproximación de
séptimo orden del término retardo. Entonces, los grados de
los polinomios son,

D = 2 deg (A) + 1 = 19 deg
R = deg (A) = 9 deg

S = deg (A) + 1 = 10 deg
.

Las raı́ces de la ecuación caracterı́stica son localizados en
{−1,−2, ...,−18,−19}. Por último, la ecuación (20) para
este ejemplo se resuelve. En la Figura 6, es posible apreciar
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Figura 6. Respuesta de la salida para el ejemplo 3.

la salida del sistema ante un escalón unitario y la presencia
de una perturbación tipo escalónq (t) que actúa en el tiempo
t = 8 segundos con una magnitud de0.03 unidades.

Como se aprecia en las simulaciones, se ha obtenido una
metodologı́a de control que proporciona buenos resultados
en términos de estabilidad y además rechaza perturbaciones
y sigue referencias tipo escalón para sistemas con retardo
de tiempo.

VI. CONCLUSIONES

Se ha propuesto una nueva metodologı́a de control,
basada en la aproximación de Padé y en un enfoque
polinomial. Con esta metodologı́a de control se esta-
bilizan sistemas inestables con retardo.
Por medio del control polinomial se resuelve el recha-
zo de perturbación y el seguimiento de la referencia.
Se presentan simulaciones digitales de la estrategia
de control prpuesta, donde se verifican los resultados
obtenidos en términos de estabilidad, rechazo de per-
turbación y segumiento de referencia, estas dos últimas
de tipo escalón.
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