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Resumen—Se presenta el estudio de un sistema de
segundo orden con una discontinuidad en uno de los estados,
modelada mediante la funcién signo. El objetivo es realizar
un estudio analitico, numérico y experimental para descubrir
la presencia de bifurcaciones y caos. Se utilizo la teoria de
Melnikov, una de las pocas herramientas analiticas para
determinar las condiciones del sistema para que éste presente
un comportamiento caético. La dificultad radica en que el
método fue desarrollado para sistemas continuos y no se
puede aplicar directamente a sistemas discontinuos, por lo
que se emplea una aproximacion. Resultados numéricos y
experimentales ilustran el analisis presentado.
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I. INTRODUCCION

La presencia de ciertas discontinuidades en los sistemas
dindmicos pueden producir comportamientos que no son
comunes para el caso continuo, como por ejemplo: presentar
un intervalo de puntos de equilibrio, presentar variedades
deslizantes, ciclos limite, asi como bifurcaciones no tipicas
(colisiones de frontera, bifurcaciones de tipo grazing y/o
deslizantes (Di Bernardo, 2008), bifurcaciones discontinuas
(Leine, 2000)), ademas de atractores cadticos. Una dis-
continuidad se puede presentar de manera natural en un
sistema. Los fendmenos fisicos tales como friccién seca,
impacto y holgura mecénica (backlash por su término en
inglés) en los sistemas mecdnicos se modelan matematica-
mente con alguna clase de discontinuidad. La presencia
de friccién seca puede inducir vibraciones que pueden
llegar a disminuir el desempefio de un sistema mecénico
(Leine, 2000). En ocasiones se introduce intencionalmente
un elemento discontinuo en el control de un sistema. El
uso de estos elementos trae consigo algunas ventajas, como
exhibir una robustez significativa frente a incertidumbres
pardmetricas en el modelo matemdtico del sistema a con-
trolar. Los controladores implementados mediante técnicas
de control discontinuo son ampliamente utilizados para
controlar diferentes tipos de dispositivos en ingenieria,
tradicionalmente sistemas mecdnicos y electromecanicos,
aunque recientemente su estudio se ha expandido a contro-
ladores de estructura variable, control supervisorio, métodos
discontinuos para sintonizacién de controladores PID en

procesos industriales y convertidores delta-sigma en proce-
samiento digital de sefiales. Se ha demostrado que los
sistemas con una discontinuidad o un elemento no lineal
en el control, tal como una saturacién, pueden exhibir
comportamiento cadtico (Banerjee, 1999), (Alvarez, 1997).
En el presente trabajo se estudia un sistema dindmico
discontinuo cuyo modelo matemdtico es generalizable a
una variedad de modelos de sistemas mecdnicos. Para este
sistema, se discuten las condiciones para que presente
caos homoclinico. Se incluyen igualmente resultados tanto
numéricos como experimentales. El articulo estd organizado
como a continuacién se indica. Se presenta el sistema a
estudiar en la seccién II. En la seccién III se discuten
la existencia y estabilidad de puntos de equilibrios. En la
seccion IV se presentan los resultados importantes sobre
la teoria de Melnikov. Posteriormente, en la secciéon V
se describe la aplicacion de los resultados de la seccién
IV y en la seccién VI se ilustran resultados numéricos
y experimentales. Finalmente, en la seccién VII se dan
algunas conclusiones y comentarios finales.

II. PLANTEAMIENTO DEL MODELO.

Un gran nimero de procesos dindmicos que operan
alrededor de un punto de equilibrio, pueden ser modelados
por un sistema de segundo orden caracterizado por una
frecuencia natural w,, y un coeficiente de amortiguamiento
¢. En su forma mdés simple el sistema puede ser descrito
por la funcién de transferencia

Y(s) B Kuw?
0 R erwa-

donde s es la variable de Laplace y K es la ganancia
en estado permanente. En el presente trabajo se considera
que (1) esta retroalimentado por un controlador de la forma
u (t) = Msign (x1)4v (t) y se pretende observar su efecto
sobre la dindmica del sistema en lazo cerrado. Este es un
caso particular de una clase mas general de controladores
discontinuos propuestos recientemente para el control de
sistemas mecanicos (Alvarez, 2009).



La representacion en variables de estado del sistema
estd dada por

S.Cl = X2
g = —wpwy — 2wnry + KW (Msign(a1) + v(t))
2
donde z; = z es el estado que representa la posicidn y
x9 = & la velocidad, v(t) es una entrada de perturbacién
del sistema y sign (-) es la funcién signo multi-evaluada,

ver (Leine, 2000, pag. 11), definida como

-1 z<0
sign(z) =< [-1,1] =0 (3)
1 x>0

III. BIFURCACIONES DE PUNTOS DE EQUILIBRIOS.

Los puntos de equilibrio del sistema (2) se tienen cuando
u(t) = 0 y satisfacen la expresién (4):

x1 = Lsign(x1)
To = 0

4)

en donde L = KM, se observa que si L < 0 se tiene un
tinico punto de equilibrio en el origen y si L > 0 se tienen
3 puntos de equilibrio: Z(;y = (0,0), T(2.3y = (£L,0).
Una vez obtenidos los puntos de equilibrio, el siguiente
paso es determinar su estabilidad.

Caso L < 0. En este caso el sistema (2) tiene un punto
de equilibrio en el origen.

Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio en
el origen se utiliz6 el método de Lyapunov. Sin embargo,
el punto de equilibrio bajo estudio se encuentra sobre la
superficie de discontinuidad y se propone emplear una
funcién candidata de Lyapunov no diferenciable, obtenida
a partir del andlisis de estabilidad de sistemas discontinuos
(Cortés, 2008) cuya ecuacion estd dada por

2, 2 2
V(z) = 7“’“'I§+I? + ’Kw%ﬂxﬂ

V(z)=VV(z)- f(z) = —2wnz3 <0 ©)

En el sentido de estabilidad de Lyapunov, el origen es un
punto de equilibrio estable. La estabilidad del origen de
este sistema, ha sido estudiada anteriormente y ademads se
ha demostrado que en presencia de disipacién ¢ # 0, el
origen es asintdticamente estable (Cortes, 2008).

Caso L > 0. Para este caso el sistema (2) tiene 3 puntos
de equilibrios. El espacio de estados puede ser dividido en
2 regiones separados por la superficie de discontinuidad,
la cual puede ser definida mediante una funcién escalar
h(x) = x1. En estas regiones el sistema es completamente
diferenciable y, por tanto, se puede emplear la teoria de
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estabilidad para sistemas diferenciables. Las regiones y la
superficie de discontinuidad estdn definidos como:

G~ ={z e R"|h(z) < 0}
Y ={z € R"|h(z) = 0}
Gt ={x € R"|h(z) > 0}

Y el sistema (2) queda expresado como:

. [ f(z) h(z)<O
t= { @) hlz)>0 ©

donde:

B x
[ ()= ( —wlxy — 2§wnm22 - Lwi +u(t) )

n

+ () — z2
I @) = < —w2wy — 2wpre + Lw2 +u(t) >
Las matrices de estado del sistema son idénticas, por lo
tanto los equilibrios Z(yy = (—=L,0) y Z3 = (L,0)
situados en las regiones G~ y G7T correspondientemente,
poseen las mismas propiedades de estabilidad. Facilmente la
estabilidad de ambos puntos de equilibrios puede obtenerse
a partir de los valores propios de los subsistemas f~(z) y

fH(=):

)

o —¢Et+vVeZ-1
1,2 — ¥n 9

Dado que el coeficiente de amortiguamiento es positivo
para sistemas fisicos, los valores propios (7) tienen parte
real negativa y por tanto los equilibrios son asintéticamente
estables. El tipo de bifurcacién de puntos de equilibrios es
una bifurcacién llamada tipo tridente (Pitchfork, su término
en inglés) discontinua, descrita en (Leine, 2000).

IV. METODO DE MELNIKOV PARA ORBITAS
HOMOCLINICAS.

El método de Melnikov es una técnica global de analisis
que da condiciones para la existencia de una bifurcacién
homoclinica. Este tipo de bifurcaciones, acompafiadas de
una excitacion externa periddica, puede generar importantes
cambios en las cuencas de atraccién que degeneran en los
llamados enredos homoclinicos. Se sabe que la intersec-
cién de orbitas homoclinicas transversales en sistemas de
2 dimensiones produce dindmica cadtica (Wiggins, 1990,
pags. 475-483). Una dJrbita homoclinica es aquella que
estd formada por una trayectoria que une a un punto de
equilibrio consigo mismo. La teoria de Melnikov estudia
sistemas que poseen la siguiente estructura:

¢=JDH(q) +¢eg(q,t,¢) ®)
T
({,E y)T,DH:(%—g %—5),9:

T 0 1
Se asume que (8) es lo suficientemente diferenciable
(C",r > 2) en la regién de interés. Mdas importante,

donde ¢ =



también se asume que la funcién g es periddica en ¢t y
con periodo T' = %” Cuando ¢ = 0 al sistema (8) se le
llama sistema no perturbado. Ademads para aplicar la teoria
se deben cumplir dos condiciones sobre la estructura del
retrato de fase del sistema no perturbado (Wiggins, 1990).

Condicion 1: El sistema no perturbado posee un punto
de equilibrio hiperbdlico, py, conectado consigo mismo por
una 6rbita homoclinica go = (2o(t), yo(t)).

Condicion 2: Sea T, = {q € R*|q=qo(t),t € R} U
{po} = W=(po) N W*(po) U {po}. El interior de I,
estd lleno de una familia continua de orbitas periddi-
cas ¢*(t) con periodo T*, A\ € (—1,0). Se asume que
lim ¢*(t) = go(t), y lim T* = oo,

Cuando el sistema (8) es perturbado por una excitacién
periddica externa, es decir € # 0, la 6rbita homoclinica es
destruida; mds aun, la perturbacién puede provocar que la
variedad estable W*° e inestable /", que antes formaban la
orbita homoclinica, se intersecten en mas de un punto. Tales
intersecciones pueden ser tangenciales o transversales. El
hecho de que las variedades estables e inestables del sistema
perturbado se intersecten de manera transversal estd rela-
cionado con la presencia de un conjunto invariante caético
(Wiggins, 1990). Detectar éstas intersecciones transversales
son de particular interés para la prediccién de dindmica
cadtica. Para ello se cuenta con la funcién de Melnikov
y el teorema de Melnikov-Smale, las cuales se mencionan
a continuacion. La funcién de Melnikov estd dada por

Mito) = / DH(go(1)) - g(qo(t).w(t + to))dt  (9)

El teorema de Melnikov-Smale establece lo siguiente:
Teorema 1: Teorema de Melnikov-Smale (Wiggins,
1990). Suponga que hay un punto ¢y = # tal que
T AM (T,
M(to) =0 24 2 (10)
Entonces W* y W* se intersectan transversalmente. Mas
atin, si M (fy) # 0 para todo £y € R! x S, entonces W* N
W =0.

V. DINAMICA CAOTICA.

En esta seccion se aplica la teoria de Melnikov para
analizar el efecto de una perturbacion de la forma v(t) =
Asen(wt) al sistema (2). Sin embargo, al ser este sistema
discontinuo en x; = 0, no satisface la condiciéon de
diferenciabilidad para aplicar la teoria. Es por esta razén
que se propone realizar el estudio reemplazando la funcién
sign(z1) por una aproximacién. La funcién propuesta es
una funcién saturacidén con una alta pendiente de la parte
lineal. Esta aproximacién se propuso a partir del trabajo
(Alvarez, 1997) y se prefiri sobre otras aproximaciones
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TABLA 1
EQUILIBRIOS DEL SISTEMA AL UTILIZAR UNA FUNCION SATURACION.
Condiciones | FEquilibrios
b< B/ Ty = (0,0), (3 3y = (£6/a,0)
b=(/a Z1 €[-1,1] Z2=0
b> B/« z=(0,0)

para facilitar los cdlculos matemaéticos. La ecuacién general
de la saturacién estd dada por (11):

1
sat(b,x1) = % (|x1 + b — |z1 — b)) (11)

El valor del pardmetro b define la pendiente de la satu-
raciéon. Con esta aproximacioén y de acuerdo a lo discutido
en IV, el sistema (2) puede expresarse como:

i’1:1'2

&9 = —awy + Bsat(b,z1) + & <75x2 + Asen (wt)
(12)
donde se sustituye a = w2, B = Lw?, § = 2w, = &0,
A=K w2 A para simplificar calculos.
Los puntos de equilibrio del sistema (12) con v(t) = 0
satisfacen:

T = Esat(b,xl) (13)

1’210

Notese que 3/ = L. Dependiendo de los pardmetros
a, By b, el sistema (12) puede tener 1 equilibrio, un
intervalo continuo de equilibrios o 3 puntos de equilibrios.
Los resultados se resumen en la tabla I. En el primer caso
Z(1) = (0,0) es un punto homoclinico y Z(3 3y son centros.
Este caso satisface las condiciones 1 y 2 de la seccién IV.

Es necesario encontrar primero una ecuacién en funcién
del tiempo para las Orbitas homoclinicas que se puede
obtener a partir de la ecuacién diferencial del Hamiltoniano.
El Hamiltoniano del sistema (12) estd dado por la expresién
(14).

1

H(z) = a5+ V(1)
az? b
FAB(r+3) e <b (14)
V(1) = St |ml<b
2
2l 5 b

Por ejemplo, para calcular la 6rbita homoclinica corre-
spondiente al semiplano derecho del espacio de estados se
debe resolver la ecuacién diferencial H(z) = 0.

bekr(t=t) t<ty
() = v+ kocos(yat) t; <t <ty
behi(t—t) t> 1ty
(15)
bk’lekl(titl) t <t
ah(t) =< —y/akysen (Vat) t; <t <ty
bklekl (t—t2) t> 1o



donde v = f(/a, k1 = /B/b—a, ke =

B(8— ab)/a, t1 = 1/aarccos ((b—7)/ke) y ta =
—11.

Si se hace que b — 0, lo cual corresponde a aproximar
la saturacion a una funcién signo, entonces la érbita homo-
clinica del semiplano derecho se reduce a:

0 t <ty
lim 27 (t) = { v+ kocos(vat) t <t <ty
b—0
0 t > to
(16)
0 t <ty
lim 2l (t) = { —+v/akysen (Vat) t; <t <ty
b—0 0 > t2

Con tl = 7’/T/\/> = 7t2.

En la figura (I1(a)) se observa la orbita homoclinica
correspondiente a b =1 y en la figura (1(b)) para un valor
de b=1x 10710,

15|
1
os)
% 0
-o0s|
1
15|

0o os 1 15 2 25 3 35

Xt

@b=1

(b) b=1x 10710
Figura 1. Orbitas homoclinicas para & = 2y 8 = 4.

Desarrollando la integral de Melnikov para el sistema
(12) se obtiene:

(o}

M(t) = / e (t) (Asen (w (¢ + o)) — B (¢ 4 10)) dt
. (17)
Esta integral es diferente de cero para t; < t < {2 y cero
para cualquier otro tiempo cuando b — 0. Calculando (17)
y posteriormente derivando con respecto a ¢y se obtiene:

M (tg) = C1 cos (wtp) + Co
OM (to)

———— = —wC}sen (wtp)
to

(18)

donde C; = fﬁﬁa sen “—\/g y Cy = —(‘;ﬁ%.

Para que la funcién de Melnikov tenga ceros se debe
satisfacer que |Cy| > |C2|. Ya que las ecuaciones (17)
cumplen con el teorema (1), entonces para una pertur-
bacién lo suficientemente pequefia €, la ecuacién (19) da
condiciones suficientes para que el sistema (12) presente un
comportamiento cadtico cuando se hace que el pardmetro
de la saturacién b — 0.

o] < L’%sen il
Mm (w? —w?) Wn,

n

19)
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La ecuacién (19) se puede normalizar de la siguiente forma:

L lo®) 0)
N
en donde
Aw? wm

y 0= (Aw,w,, M) R

Si w = w, en la ecuacién (21) se obtiene una indeter-
minacién del tipo 0/0. Para este caso, se puede aplicar la
regla de I’Hopital para evaluar el limite

A
Ii 0| =|—
Jim lo @)1= 5]
En el limite w — w,,, la condicién para caos se reduce a
1< Jin 20
W—Wn 9
A (22)
1< |—
2M¢

VI. RESULTADOS

En esta seccidn se ilustra la aplicacién de los resultados
de la seccién anterior al sistema rectilineo de la com-
paiifa ECP, modelo 210. Se trata un sistema masa-resorte-
amortiguador con k, la constante del resorte, m la masa y
c la constante de amortiguamiento. Si x denota la posicién
de la masa y la fuerza aplicada, entonces su funcién de
transferencia es:

X (s) —G(s) =
U (s)

donde se ha sustituido « = k/m, 6 = ¢/m. Supdngase
que al sistema se aplica un control dado por w(t) =
Msign (z1) + v (t) y v(t) es una entrada de perturbacién
periédica de la forma Asen (wt). La representaciéon en
variables de estado del sistema (23) estd dada por

1
/m
s2 +0s+ a

(23)

j)l = X9

. 1 . (24

&o9 = —awy — 0xg + — (Bsign (x1) + Asen (wt))
m

Para estimar el coeficiente ¢, se empled el método de
respuesta a la frecuencia. En la figura 2 se ilustran la
respuesta frecuencial real (FT), la funcién de andlisis de
coherencia (FAC) y la respuesta frecuencial analitica (G).
La frecuencia de resonancia del sistema fisico es igual a
fr=2,4 Hz.

La funcién de transferencia propuesta es:

0,4848
s2 42,255 + 193,95
en donde ¢ = 4,6404kg/s o bien 6 = 2,25. En este ejemplo
se utilizé un resorte con constante k = 400N /m. Una vez
obtenida una estimacién aproximada del amortiguamiento,
se toman los valores ¢ = 4,6404kg/s, A = 0,55N, [ =
3Hz., M =1y se deja la constante 100 < k < 900 debido

Go(s) =

(25)



Bode Diagram

10 T

Magnitude (dB)

lD” 10 10”
Frequency (rad/sec)

Figura 2. Funcion de transferencia del sistema fisico en lazo abierto.

a que se tiene incertidumbre en los valores nominales de
los resortes'. Estos valores se sustituyeron en la ecuacién
(20) para obtener la figura (3), en donde se muestran las
condiciones analiticas que ofrecen el criterio para caos
homoclinico (20).

100 200 300 400 500 600 700 800 900
k (N/m)

Figura 3. Condiciones analiticas (f = 3 Hz).

La condiciéon (20) se cumple para un valor k£ >
276,1N/m; es decir, que es posible encontrar compor-
tamiento cadtico para cualquier valor de la constante k£ >
276,1N/m. Sin embargo, la condicién (20) sélo es sufi-
ciente para garantizar la existencia de un conjunto invariante
cadtico pero no da condiciones sobre su estabilidad. Es
claro entonces que un conjunto invariante cadtico que no
sea atractor, no podra visualizarse experimentalmente ain
cuando se satisfaga la ecuacién (20). Si la condicién (20)
no se cumple, entonces se puede asegurar con certeza que
el sistema no exhibird caos homoclinico. En la figura 4
se muestra un diagrama de bifurcacién numérico obtenido
a partir de muestrear el estado x; en intervalos de T =

Para los experimentos en el laboratorio, solo se contaba con resortes
cuyos valores nominales son de 200, 400 y 800 N/m. Se estableci6 el
rango de valores para una variacién de 100 N/m. en los valores extremos.
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27 /w seg. El pardmetro de bifurcacién es la constante
del resorte k. Se aplicé una excitacién senoidal al sistema
igual a v(t) = 0,55sen (27 (3)t) y se tomaron los mismos
parametros utilizados para obtener la figura (3). Para la real-
izacion de las simulaciones numéricas se utiliz6 MATLAB
y se empled una funcién saturacién (11) con b = 1x 10719,
Para el diagrama de bifurcacién se ejecutaron 4000 ciclos
con un tiempo de simulacién de 500 seg. por cada ciclo y
se tomaron los dltimos 250 seg. para realizar el muestreo y
descartar las respuestas transitorias. El diagrama se obtuvo
para estimar el rango de valores de la constante del resorte
en el que el sistema presenta una dindmica compleja. En
el diagrama de la figura (4) se observa que alrededor de
k = 800, la cual es la zona de interés practica, ocurre este
tipo de dindmica, y que para k < 276,1 se tiene una Orbita
peri6dica de periodo 1 (T = 27 /w).

0.8 \
0.6
0.4

™

§ \
§ —
0 | /.
02 [
0.4 /' -
06
100 200 300 400 500 600 700 800 900
k (N/m)

Figura 4. Diagrama de bifurcacion numérico (f = 3 Hz).

En la figura (5) se muestran las series de tiempo
experimentales de los estados z7 y z2 para u(t) =
0,55sen (2w (3)t) y M = 1. Los pardmetros de la planta
son: k = 800N/m, ¢ = 1,0909kg/s, m = 2,06238Kg..

0.2
E o
o 0
—
=
-0.2
—0.4 . . . .
50 60 70 80 90 100
t(seg.)
5 T T T T
g
g o I
]
x
5 . . . .
50 60 70 80 90 100

t(seg.)

Figura 5. Estados 21 (posicion de la masa) y x2 (velocidad de la masa)

En la figura (6) se muestra el retrato de fase experimental
para los valores paramétricos mencionados con anterioridad.



La duracién del experimento fue de 100 seg. y para el retrato
de fase se graficaron los dltimos 50 seg. para descartar la
respuesta transitoria.

X2(cm/s)
o

-1t

Figura 6. Retrato de fase experimental

En la figura (7) se ilustra el espectro de magnitud del
estado x; para la misma entrada v(t).

0.04 T T T T

0.035 - 1

Magnitud (cm)
o o
o o 1= o
= o N o
a N o @
T T
. .

=4
o
2

0.005

Frecuencia (Hz)

Figura 7. Espectro de Fourier del estado x1

Ahora bien, si se dejan los parametros empleados para
obtener la figura (3) pero cambiando tnicamente la frecuen-
cia de la excitacion de perturbacién f = 6Hz., se obtienen
las condiciones analiticas de la figura (8).

De la figura (8) se concluye que para cualquier valor
100 < k£ < 900, el sistema no presentard un compor-
tamiento cadtico. En la figura (8) se muestra el diagrama
de bifurcacion para este caso, en donde se observa que para
todo el rango de valores el sistema presenta una oscilacién
periédica de periodo T = 27 /w.

VII.

En este trabajo se presentd el andlisis de la dindmica
de un sistema de segundo orden, seccionalmente lineal.
Se discutié acerca de bifurcaciones locales de puntos de
equilibrio, més no asf de bifurcaciones de 6rbitas periddicas.

CONCLUSIONES.
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Figura 8. Condiciones analiticas (f = 6 Hz).
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% 05
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Figura 9. Diagrama de bifurcacién (f = 6 Hz).

Utilizando la teoria de Melnikov y el teorema de Smale, se
buscaron condiciones suficientes para la existencia de un
conjunto invariante cadtico. Algunos resultados numéricos
y experimentales son mostrados para ilustrar el andlisis
presentado.
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