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Resumen— En este trabajo presentamos un criterio
para la estabilización de redes complejas fraccionarias,
es decir, sistemas dinámicos interconectados en donde el
modelo de cada sistema es representado por un operador
fraccionario, estos operadores fraccionarios son extenciones
de los operadores derivada e integral, comunmente usados
para modelar sistemas dinámicos.
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I. INTRODUCCIÓN

El cálculo fraccionario es tan antiguo como el cálculo
convencional, pero no es tan popular en la ciencia y en la
ingenierı́a como el cálculo convencional. En los últimos
tres siglos este objeto fue tratado sólo matemáticamente
pero en años recientes se ha utilizado en varios campos
de la ingenierı́a y la ciencia (R. Hilfer, 2000). Quizás
esta herramienta nos ayude a modelar de mejor manera
la realidad y también quizás sea el cálculo del siglo XXI
(Shantanu Das, 2008). El cálculo fraccionario no es el
cálculo de fracciones, tampoco la fracción de cualquier
cálculo de diferenciación o integración o el cálculo de
variaciones. El cálculo fraccionario es el nombre de la
teorı́a de integración y derivadas de orden arbitrario.

En 1695 L’ Hospital le preguntó a Leibnitz en una carta
con fecha 30 de septiembre: ¿Qué ocurre si n = 1/2? en
la expresión.

dnf(x)
dxn

Leibnitz le contestó: De esta paradoja se extraerán,
algún dı́a, consecuencias muy útiles. Se ha desarrollado la
teorı́a del cálculo fraccionario por mas de 300 años.

Las aplicaciones del cálculo fraccionario a la ingenierı́a
son múltiples, ésta herramienta es un fuerte candidato para
aplicarse a modelos en los cuales intervienen ecuaciones
diferenciales de orden entero, siempre y cuando se dé una

justificación lo suficientemente formal ya sea experimental
o teórica, simplemente es una manera alternativa de
modelar los sistemas.

En (Igor Podlubny, 1999) capı́tulo 10, (Shantanu
Das, 2008) capı́tulo 9, se hace una recopilación de las
aplicaciones del cálculo fraccionario, como lo son:

Teorı́a del Control.
• Observadores
• Controladores Fraccionarios PIλDµ

Fı́sica de orden fraccionario

Respecto a los trabajos realizados en redes complejas
fraccionarias (sistemas dinámicos interconectados en donde
el modelo de cada sistema es representado por un ope-
rador fraccionario), en general la discusión se hace sobre
interconexiones lineales entre los sistemas (Tianshou Zhou,
Changpin Li, 2005; Yang Tang, Zidong Wang, Jian-An
Fang, 2009; Yang Tang, Jian-An Fang, 2009), centrando
el desarrollo en condiciones sobre la topologı́a, es decir,
los acoplamientos se proponen para garantizar condiciones
de estabilidad tipo (Denis Matignon, 1996). En principio el
esquema planteado en este trabajo se puede aplicar a una
interconexión arbitraria, en el sentido que la estabilización
recae sobre una acción de control, y de manera indirecta
sobre las condiciones topológicas de la red, gracias a el
enfoque de estabilidad de (Xiang-Jun Wen, Zheng-Mao Wu,
Jun-Guo Lu, 2008), por lo que no es necesario eliminar las
partes no lineales de la red, y mucho menos linealizar, pero
se tiene la restricción que la estabilidad no es asintótica.

II. OPERADORES FRACCIONARIOS

Ahora definiremos lo que se entiende por integral
fraccionaria y derivada fraccionaria.

Definición 1 (Integral fraccionaria de Riemann-Liouville):
La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de
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orden α ∈ R+ de una función f se define como:
véase (Keith B. Oldham, Jerome Spanier, 1974; Igor
Podlubny, 1999; Shantanu Das, 2008)

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

Z t

a

f(τ)(t− τ)α−1 dτ (1)

Γ(·) es la función Gama. �

Definición 2 (Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville):
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de
orden α ∈ R+ de una función f se define como:
véase (Keith B. Oldham, Jerome Spanier, 1974; Igor
Podlubny, 1999; Shantanu Das, 2008)

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

Z t

a

f(τ)(t− τ)n−α−1 dτ (2)

n− 1 ≤ α < n, n ∈ N, Γ(·) es la función Gama. �

II-A. Derivada fraccionaria de Caputo

La definición de derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville juega un papel importante en el desarrollo de
la teorı́a de derivadas e integrales fraccionarias y para
aplicaciones en matemáticas puras.

Desafortunadamente, la propuesta desarrollada por
Riemann-Liouville conduce a que las condiciones iniciales,
en problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales
fraccionarias sean inservibles, en el sentido de que se
quiere preservar el significado usual, es decir, en terminos
de posición y velocidad, las cuales con la definición antes
mencionada no son claras.

Una solución para este conflicto fue propuesta por M.
Caputo, es decir, con su definición las condiciones iniciales
toman el significado usual. La definición de Caputo puede
escribirse como:

Definición 3 (Derivada fraccionaria de Caputo): La de-
rivada fraccionaria de Caputo de orden α de la función f
se define como véase (Igor Podlubny, 1999)

c
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

Z t

a

f (n)(τ)(t− τ)n−α−1 dτ, (3)

donde: n − 1 ≤ α < n, f (n)(τ) es la derivada n-ésima
de f(τ) en el sentido usual, n ∈ N. �

III. RED COMPLEJA FRACCIONARIA

Una vez que hemos definido los preliminares
matemáticos, nos centraremos en estudiar redes complejas
fraccionarias, es decir, sistemas dinámicos interconectados
mediante una función, en donde la dinámica se modela
mediante un operador de orden fraccionario.

El operador fraccionario que se utilizará será el de
Caputo, debido a la caracterı́stica de las condiciones
iniciales que se expusieron en el apartado anterior,

consideraremos que 0 < α < 1, definimos

x(α)(t) = c
0D

α
t x(t) =

1

Γ(1− α)

Z t

0

x′(τ)(t− τ)−α dτ

donde 0 < α < 1.

Si x(t) ∈ Rn, consideraremos que x(α)(t) es el operador
fraccionario de Caputo aplicado a cada entrada.

x(α)(t) =

0B@
c
0D

α
t xi1(t)

...
c
0D

α
t xin(t)

1CA
Consideremos una red compleja genérica de N sistemas

dinámicos acoplados de orden fraccionario α, 0 < α < 1.

x
(α)
i (t) = f(xi(t)) + σ

NX
j=1

cijh(xj(t)) i = 1, 2, . . . , N (4)

Una representación gráfica del sistema se muestra en la
Figura (1).
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Figura 1. Ejemplo de una posible interconexión entre sistemas cuando
N = 7

En la ecuación (4) xi : R → Rn y f : Rn → Rn
representan la dinámica del i−esimo sistema, h : Rn → Rn
describe la manera en que están interconectados; todos
los sistemas están interconectados de igual manera, σ es
la fuerza de acoplamiento, cij : Rn → Rn lineal, son los
elementos que especifican la fuerza y la topologı́a de la
interconexión de los sistemas.

Nótese que trataremos con redes que están compuestas
por sistemas idénticos, esto es, f en la ecuación (4) es
la misma para todos los nodos. Introducimos la siguiente
notación:

xi(t) =

0B@ xi1(t)
...

xin(t)

1CA f(xi(t)) =

0B@ f1(xi(t))
...

fn(xi(t))

1CA

h(xj(t)) =

0B@ hi1(xj(t))
...

hin(xj(t))

1CA
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con xik : R → R, fk : Rn → R, hik : Rn → R,
∀ k ∈ {1, . . . , n} y ∀ i ∈ {1, . . . , N} también definimos

X(t) =

0B@ x1(t)
...

xN (t)

1CA F (X(t)) =

0B@ f(x1(t))
...

f(xN (t))

1CA

H(X(t)) =

0B@ h(x1(t))
...

h(xN (t))

1CA C =

0B@ c11 . . . c1N
...

...
cN1 . . . cNN

1CA
Ası́ nuestro sistema (4) lo podemos escribir como

X(α)(t) = F (X(t)) + σCH(X(t)) (5)

Es decir la red compleja (4) se puede reescribir como
un sistema dinámico de orden fraccionario α con
X : R→ RNn, F : RNn → RNn, C : RNn → RNn lineal
y H : RNn → RNn.

IV. ESTABILIZACIÓN DE UN SISTEMA FRACCIONARIO

En primer lugar estudiamos la establización de un sistema
fraccionario de la forma:

x(α) = Ax+ g(x) (6)

Donde xi : R → Rn, A : Rn → Rn lineal, y
g : Rn → Rn no lineal, para esto nos auxiliamos de
(Xiang-Jun Wen, Zheng-Mao Wu, Jun-Guo Lu, 2008) en
el cual se presenta el siguiente resultado.

Teorema 1: Consideramos el siguiente sistema dinámico
n-dimensional de orden fraccionario

x(α) = Ax+ g(x) (7)

Con una matriz lineal regular A y una función no lineal
g de x y 0 < α < 1 si

1. La solución x(t) = 0 de x(α) = Ax es asintótica-
mente estable1 , y αρ(A) > 12

2. g(0) = 0 y ĺım
‖x‖→0

‖g(x)‖
‖x‖ = 0

Entonces x(t) = 0 para 0 ≤ t0 ≤ t, es una solución estable
de (7) �

1los valores propios de la matriz A deben de satisfacer que el valor
absoluto de su argumento sea mayor que 0.5πα (Denis Matignon, 1996)

2ρ(A) ≡ radio espectral de la matriz A

V. APLICACIÓN A REDES COMPLEJAS

Consideramos el sistema de Lorenz de orden fraccionario
que podemos escribir como

x(α) = Ax+ g(x) =

0@ −a a 0
b −c 0
0 0 −d

1Ax+

0@ 0
−x1x3

x1x2

1A
con x = [x1, x2, x3]T , a = 10, b = 28, c = −8, d = 8/3

y α = 0.8

Supongamos que tenemos N sistemas de Lorenz acopla-
dos, definimos

l =

0@ −a a 0
b −c 0
0 0 −d

1A g(xi) =

0@ 0
−xi1xi3
xi1xi2

1A
con lo cual f(xi) de la ecuación (4) se escribe como

f(xi)
3 = lxi + g(xi)

Para este caso analizamos la siguiente interconexión de
los sistemas h(xi) = xi ∀ i. Ası́ la red compleja (5) se
puede escribir como

X(α) = F (X) + σCX

con

F (X) = LX +G(X)

L =

0BB@
l 0 . . . 0
0 l . . . 0
... · · ·

. . . 0
0 0 . . . l

1CCA ; G(X) =

0BB@
g(x1)
g(x2)

...
g(xN )

1CCA
Obtenemos una condición para estabilizar una red

compleja compuesta por sistemas de Lorenz, como una
consecuencia de los resultados antes mencionados.

Proposición 1: Supongammos que tenemos una red
compleja de la forma

X(α) = F (X) + σCX (8)

con sus elementos descritos anteriormente, si

1. La solución X(t) = 0 del sistema X(α) = (L+σC+
BK)X es asintóticamente estable.

2. αρ(L+ σC +BK) > 1.

Entonces el control U = BKX con B ∈ RnN×p y K ∈
Rp×nN , estabiliza al sistema (8), es decir, el sistema

X(α) = F (X) + σCX + U (9)

3En este caso no definimos las funciones por componentes.
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es estable.

Prueba:

Tomamos el sistema (9) y sustituimos las funciones
correspondientes

X(α) = F (X) + σCX + U
= LX +G(X) + σCX +BKX
= (L+ σC +BK)X +G(X)

(10)

Por hipótesis la solución X(t) = 0 del sistema X(α) =
(L + σC + BK)X es asintóticamente estable y αρ(L +
σC +BK) > 1. Ahora

g(xi) =

0@ 0
−xi1xi3
xi1xi2

1A , asi g(0) =

0@ 0
0
0

1A ∀i

entonces G(0) = 0, además si X 6= 0

0 ≤ ‖G(X)‖
‖X‖ (11)

por otro lado

‖G(X)‖
‖X‖ =

√√√√√ NP
i=0

[(−xi1xi3)2+(xi1xi2)2]

NP
j=0

(x2
j1+x

2
j2+x

2
j3)

≤

√√√√√ NP
i=0

(xi1xi3)2+
NP

i=0
(xi1xi2)2

NP
j=0

x2
j1

=
√

(x11x13)2

NP
j=0

x2
j1

+ . . .+ (xN1xN2)2

NP
j=0

x2
j1

≤

√
N∑
i=0

(x2
i3 + x2

i2)

(12)

de (11) y (12) tenemos

ĺım
‖X‖→0

‖G(X)‖
‖X‖ = 0

Aplicando el teorema (1), tenemos el resultado buscado.�

V-A. Red compleja de Lorenz con acoplamiento bidirec-
cional

Tomamos una red compleja fraccionaria de Lorenz com-
puesta por tres sistemas, tomamos el acoplamiento bidirec-
cional propuesto en (Yongguang Yu, Han-Xiong Li, Yan
Su, 2007).

x
(α)
11 = a(x12 − x11) + d11(x31 + x21 − 2x11)

x
(α)
12 = bx11 − cx11x13 − cx12 + d12(x32 + x22 − 2x12)

x
(α)
13 = x11x12 − dx13 + d13(x33 + x23 − 2x13)

(13)

x
(α)
21 = a(x22 − x21) + d21(x11 + x31 − 2x21)

x
(α)
22 = bx21 − cx21x23 − cx22 + d22(x12 + x32 − 2x22)

x
(α)
23 = x21x22 − dx23 + d23(x13 + x33 − 2x23)

(14)

x
(α)
31 = a(x32 − x31) + d31(x11 + x21 − 2x31)

x
(α)
32 = bx31 − cx31x33 − cx32 + d32(x12 + x22 − 2x32)

x
(α)
33 = x31x32 − dx33 + d33(x13 + x23 − 2x33)

(15)

Recordamos que a = 10, b = 28, c = −8, d = 8/3,
α = 0.8, con σ = 1 y d11 = 1, d12 = 2, d13 = −3,
d21 = 4, d22 = 2, d23 = −3, d31 = 100/29, d32 = −1,
d33 = 17/48.

Escribimos a este sistema como en la ecuación (8) con
los siguientes parámetros

L =

0BBBBBBBBBB@

−a a 0 0 0 0 0 0 0
b −c 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −d 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −a a 0 0 0 0
0 0 0 b −c 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −d 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −a a 0
0 0 0 0 0 0 b −c 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −d

1CCCCCCCCCCA

G(X) =

0BBBBBBBBBB@

0
−x11x13

x11x12

0
−x21x23

x21x22

0
−x31x33

x31x32

1CCCCCCCCCCA

C =

0BBBBBBBBBBB@

−2d11 0 0 d11 0 0 d11 0 0
0 −2d12 0 0 d12 0 0 d12 0
0 0 −2d12 0 0 d13 0 0 d13
d21 0 0 −2d21 0 0 d21 0 0
0 d22 0 0 −2d22 0 0 d22 0
0 0 d23 0 0 −2d23 0 0 d23
d31 0 0 d31 0 0 −2d31 0 0
0 d32 0 0 d32 0 0 −2d32 0
0 0 d33 0 0 d33 0 0 −2d33

1CCCCCCCCCCCA

Simulamos la ecuación (8), Figura (2) para estos paráme-
tros, utilizando la aproximación de (Tom. T. Hartley, Carl
F. Lorenzo, Helen Killory Qammer, 1995) para el operador
fraccionario
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Figura 2. Estados de la red compleja (8).

Aplicamos la ley de control u = BKX con

BK = −20I9×9
4

Entonces tenemos que la solución X(t) = 0 del
sistema X(α) = (L + σC + BK)X es asintoticamente
estable pues |arg(L + C + BK)| > 0.5πα (Denis
Matignon, 1996) dado que λ1 = −47.5713,
λ2 = −40.0000, λ3 = −38.5223, λ4 = −1.4940
λ5 = −2.0000, λ6 = −8.4123, λ7 = −16.2304,
λ2 = −29.8848 + 4.2207i, λ9 = −29.8848− 4.2207i; por
lo cual αρ(L + σC + BK) > 1. entonces el sistema (9)
para nuestro ejemplo es estable, ver Figura (3), .

Figura 3. Estados del sistema (9), aplicamos el control en t = 20s

En el trabajo de (Yongguang Yu, Han-Xiong Li, Yan
Su, 2007) dan condiciones suficientes para la estabilidad
asintotica de E1 = x1 − x2 y E2 = x2 − x3 de
los tres sistemas de Lorenz, bajo una interconexión muy
especifica y condiciones aritmeticas sobre las dij , en su
trabajo establecen que si se cumplen estas condiciones
se alcanza la estabilidad, por medio de la interconexión;
nuestro resultado nos dice que en principio la interconexión
no necesita ser especifica, basta con que (L + σC,B) sea
estabilizable en el sentido de que la parte no controlable de
(L + σC,B) sea asintoticamente estable en el sentido de
(Denis Matignon, 1996).

4con I9×9 la matriz identidad de 9× 9.

V-B. Red compleja de Chen con acoplamiento bidireccio-
nal

Consideramos el sistema de Chen de orden fraccionario
que podemos escribir como

x(α) = Ax+ g(x) =

0@ −a a 0
c− a c 0

0 0 −b

1Ax+

0@ 0
−x1x3

x1x2

1A
con x = [x1, x2, x3]T , a = 35, b = 3, c = 28, y α = 0.8

Supongamos que tenemos N sistemas de Chen acopla-
dos, definimos

l =

0@ −a a 0
c− a c 0

0 0 −b

1A g(xi) =

0@ 0
−x1x3

x1x2

1A
con lo cual f(xi) de la ecuación (4) se escribe como

f(xi)
5 = lxi + g(xi)

Para este caso analizamos la siguiente interconexión de
los sistemas h(xi) = xi ∀ i. Ası́ la red compleja (5) se
puede escribir como

X(α) = F (X) + σCX

con

F (X) = LX +G(X)

L =

0BB@
l 0 . . . 0
0 l . . . 0
... · · ·

. . . 0
0 0 . . . l

1CCA ; G(X) =

0BB@
g(x1)
g(x2)

...
g(xN )

1CCA
Obtenemos una condición para estabilizar una red

compleja compuesta por sistemas de Chen, como una
consecuencia de los resultados antes mencionados.

Proposición 2: Supongammos que tenemos una red
compleja de la forma

X(α) = F (X) + σCX (16)

con sus elementos descritos anteriormente, si

1. La solución X(t) = 0 del sistema X(α) = (L+σC+
BK)X es asintóticamente estable.

2. αρ(L+ σC +BK) > 16

Entonces el control U = BKX con B ∈ RnN×p y K ∈
Rp×nN , estabiliza al sistema (16), es decir, el sistema

X(α) = F (X) + σCX + U (17)

5En este caso no definimos las funciones por componentes.
6ρ es el radio espectral.
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es estable.

Prueba: Análoga a la proposición anterior. �.

Tomamos una red compleja fraccionaria de Chen
compuesta por tres sistemas, tomamos el acoplamiento
bidireccional propuesto en (Yongguang Yu, Han-Xiong Li,
Yan Su, 2007) pero en este caso aplicado a sistemas de
Chen.

Procedemos como en los sistemas acoplados de Lorenz.
Simulamos la red compleja de sistemas de Chen, Figura
(4), utilizando la aproximación de (Tom. T. Hartley, Carl
F. Lorenzo, Helen Killory Qammer, 1995) para el operador
fraccionario.

Figura 4. Estados de la red compleja (16).

Aplicamos la ley de control u = BKX con

BK = −30I9×9
7

Entonces tenemos que la solución X(t) = 0 del sistema
X(α) = (L + σC + BK)X es asintoticamente estable ver
Figura (5), .

Figura 5. Estados del sistema (17), aplicamos el control en t = 20s

VI. CONCLUSIONES

Presentamos la estabilización de redes complejas
fraccionarias de sistemas de Lorenz modificados y
sistemas de Chen, basados en el resultado del trabajo

7con I9×9 la matriz identidad de 9× 9.

desarrollado por (Xiang-Jun Wen, Zheng-Mao Wu, Jun-
Guo Lu, 2008), la estabilización se lleva a cabo mediante
una retroalimentación de estados, ası́ podemos utilizar
teorı́a conocida de estabilización para los sistemas de
orden entero, en nuestra simulación no cumplimos las
hipótesis aritméticas sobre dij que establecen (Yongguang
Yu, Han-Xiong Li, Yan Su, 2007), lo cual implica que la
interconexión no hace que se alcance la estabilidad, pero
con una retroalimentación de estado esta puede realizarse.

Con este enfoque, se ataca el problema de estabilización
de redes complejas desde un punto de vista del control
automático, pues en este caso el problema de buscar
condiciones sobre la topologı́a de las iterconexiones, es
sustituido por la elección de un control proporcional, que
desde luego afecta de una manera indirecta a la topologı́a
de interconexión, pero no es necesario conocer a priori una
topologı́a especifica de estabilización.
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