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Resumen–Se presenta una técnica para el diseño de un
observador discontinuo para una clase de sistemas no lineales
inciertos. El estado del observador converge exponencial-
mente al estado de la planta y a los términos correspondi-
entes a perturbaciones. Su robustez se basa en la generación
de un modo deslizante de segundo orden, pero a diferencia
de otras propuestas, la estimación de las perturbaciones no
se hace por medio del control equivalente. Se presentan
resultados experimentales que ilustran el desempeño del
observador.

Palabras clave: Observadores, modos deslizantes de
alto orden, sistemas no lineales.

I. Introducción

El problema de diseño de observadores, desde el punto
de vista de sistemas dinámicos, surge de la necesidad de
información para realizar tareas de control, monitoreo
y modelado (Besancon, 2007), de esta forma es un
problema muy importante en la implementación de un
sistema de control en general.
El diseño de observadores depende en gran medida del

modelo de la planta y de la exactitud del conocimiento
de sus parámetros. Por ejemplo, una estructura muy
utilizada es el observador de Luenberger (Luenberger,
1971), el cual fue diseñado en un principio para sistemas
lineales y consideraba un modelo exacto de la planta.
Si existen perturbaciones externas o variaciones en los
parámetros el desempeño del observador se deteriora,
causando problemas de estabilidad en el sistema en
lazo cerrado. Actualmente existen diferentes versiones
de este esquema de observador que pueden aplicarse
a sistemas no lineales y presentan cierto grado de
robustez.
El problema de diseño de observadores está relaciona-

do con el problema de diseño de controladores, es por
esto que se han utilizado diferentes técnicas de control
robusto en el diseño de observadores.
Las técnicas de control robusto basadas en sistemas

con estructura variable han tenido buenos resultados en
el diseño de observadores. En años recientes diferentes

resultados sobre estabilidad de sistemas con estructura
variable han aparecido, ver por ejemplo (Branicky, 1998)
y (Liberzon, 2003), donde se muestra que esta clase
de sistemas tienen buenas propiedades de convergencia,
y al mismo tiempo, muestran buen desempeño ante
perturbaciones externas acotadas.
En particular, los observadores por modos deslizantes

son ampliamente usados debido a sus caracteŕısticas
atractivas como la robustez ante entradas desconocidas,
la posibilidad de usar el control equivalente para la es-
timación de las entradas desconocidas y la convergencia
en tiempo finito (Barbot, Djemai y Boukhobza, 2002).
Sin embargo, para sistemas MIMO el proceso de diseño
es una tarea dif́ıcil.
Recientemente también se han aplicado técnicas de

control por modos deslizantes de alto orden en el de-
sarrollo de observadores. En (Levant, 1998) se presenta
un derivador con convergencia en tiempo finito basado
en el algoritmo conocido como super-twisting. Con
este derivador se puede resolver, en forma teórica, el
problema de observación de sistemas que puedan ser
llevados a su forma normal, pero no se pueden estimar
las perturbaciones y las no idealidades en el sistema.
Otras propuestas importantes son (Dávila, Fridman

y Levant, 2005) y (Rosas, Alvarez y Fridman, 2007).
En (Dávila, Fridman y Levant, 2005) se propone un
observador para sistemas mecánicos basado en el al-
goritmo super-twisting el cual garantiza convergencia
en tiempo finito al estado de la planta, en (Rosas,
Alvarez y Fridman, 2007) se muestra un observador
que presenta un modo deslizante de segundo orden que
converge exponencialmente al estado de la planta. En
ambos casos el control equivalente es igual al término
de perturbación y puede ser recuperado utilizando un
filtro pasa bajas (Utkin, 1992). En (Alvarez, Rosas y
Peña, 2009) este principio fue utilizado exitosamente
para compensar las perturbaciones y dar robustez al
sistema en lazo cerrado; sin embargo, sólo puede apli-
carse a sistemas con estructura Lagrangiana y siempre
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hay un error en la estimación de las perturbaciones
debido al retardo introducido por el filtro.
En este trabajo se presenta un observador para

sistemas no lineales SISO en forma normal, el cual es
robusto ante perturbaciones acotadas en amplitud y ve-
locidad y que satifacen las condiciones de acoplamiento.
El observador se basa en los resultados presentados

en (Rosas, Alvarez y Fridman, 2007), pero a diferencia
del observador mostrado ah́ı, este observador garantiza
convergencia exponencial a la perturbación a través de
variables de estado auxiliares, con lo que se evita el uso
de un filtro adicional para recuperar el control equiva-
lente. El diseño del observador es modular; cada módulo
del observador se aplica a cada ecuación de estado de la
planta, debido a esto, el observador propuesto se puede
aplicar a una clase más amplia de sistemas dinámicos.
La organización del art́ıculo es la siguiente. En la

segunda sección se hace el planteamiento del problema
y se presentan algunas definiciones preliminares. En la
tercera sección se presenta la estructura básica del ob-
servador. En la sección cuatro se muestra la estructura
general del observador y se prueba su estabilidad. Su
desempeño es ilustrado en la sección cinco a través de
dos expermientos. En la sección seis se presentan los
comentarios finales y las conclusiones.

II. Planteamiento del problema y definiciones
preliminares

Considere un sistema no lineal con una entrada y una
salida descrito por las ecuaciones

ξ̇ = ψ (ξ) + η (ξ)u+ σ (ξ) v, (1)

y = h (ξ) ,

donde ξ ∈ <n es el vector de estado, ψ : <n → <n, η :
<n → <n, σ : <n → <n y h : <n → < son funciones Ck,
para una k suficientemente grande. u ∈ < es la entrada
de control y v es una perturbación externa desconocida
y acotada; |v| < δ, |v̇| < δ0.
Considere que para la salida y el sistema (1) tiene

grado relativo n con respecto a la entrada u y la
perturbación v, de esta forma el sistema (1) se puede
reescribir como

ẋi = xi+1, i = 1, ..., n− 1 (2)

ẋn = f (x) + g (x)u+ γ (x) v

y = x1,

donde las funciones f (·) , g (·) y γ (·) están definidas a
través de derivadas de Lie (Khalil, 2002).
El problema es diseñar un observador para el sistema

(2) cuyo objetivo es estimar el estado x y la pertur-
bación v. Considerando que la transformación utilizada
para llevar el sistema (1) a su forma normal (2) tiene
inversa en una región del espacio de estado, entonces se
puede estimar el vector de estado original ξ a través de
la transformación inversa.

III. Diseño de la estructura básica del observador

En esta sección se presenta la estructura básica del
observador, la cual toma como base los resultados
presentados en (Rosas, Alvarez y Fridman, 2007). Con-
sidere el sistema escalar

ẋ = f (t, x) + g (x)u, (3)

y = x,

donde x ∈ < es el estado, f (t, x) es una función

desconocida con |f (t, x)| < δ y
¯̄̄
ḟ (t, x)

¯̄̄
< δ0 para todo

t y x, g (x) es una función conocida y no singular, u ∈ <
es una entrada de control. El problema es diseñar un
observador cuyo objetivo es estimar la función f (t, x).
Se propone el siguiente observador

.

x̂ = g (x)u+ c1 (y − ŷ) + w, (4)

ẇ = c2 (y − ŷ) + c3sign (y − ŷ) ,
ŷ = x̂.

Las soluciones del sistema (4) se definen en el sentido
de Filippov (Filippov, 1998). Para analizar la dinámica
del observador se define la variable de error entre el
estado de la planta y del observador, e = x − x̂, cuya
dinámica está dada por

ė = f (x, t)− c1e− w,
ẇ = c2e+ c3sign (e) ,

haciendo un cambio de variables, z1 = e y z2 = f (x, t)−
c1e− w, se obtiene el siguiente sistema

ż1 = z2, (5)

ż2 = −c2z1 − c1z2 − c3sign (z1) + ḟ (x, t) ,

ya que
¯̄̄
ḟ (x, t)

¯̄̄
< δ0 se puede aplicar el Teorema 1

propuesto en (Rosas, Alvarez y Fridman, 2007) para
seleccionar las constantes c1, c2 y c3 tal que el origen
del sistema (5) sea exponencialmente estable.
Esto implica que en el ĺımite cuando el tiempo tiende

a infinito x = x̂ y w = f (x, t) , por lo tanto la función
desconocida f (t, x) es identificada.

IV. Observador para sistemas SISO

Considere el sistema (2)

ẋi = xi+1, i = 1, ..., n− 1
ẋn = f (x) + g (x)u+ γ (t, x)

y = x1,

donde x ∈ <n es el vector de estado y γ (t, x) = γ (x) v.
Se considera que el sistema presenta un comportamiento
acotado para la entrada u y la perturbación γ (t, x).
Aunque no se conoce la perturbación γ (t, x) se consid-
era que es derivable y que su derivada es acotada. Se
propone un observador de la forma

.

x̂1 = c1,1 (y − ŷ1) + w1, (6)

ẇ1 = c2,1 (y − ŷ1) + c3,1sign (y − ŷ1) ,
ŷ1 = x̂1.
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.

x̂i = c1,i (wi−1 − ŷi) + wi, (7)

ẇi = c2,i (wi−1 − ŷi) + c3,isign (wi−1 − ŷi) ,
ŷi = x̂i, i = 2, ..., n− 1.
.

x̂n = f (y, x̂) + g (y, x̂)u (8)

+c1,n (wn−1 − ŷn) + wn,
ẇn = c2,n (wn−1 − ŷn) + c3,nsign (wn−1 − ŷn) ,
ŷn = x̂n.

A. Análisis de estabilidad del observador

Se definen las variables de error

ei = xi − x̂i, i = 1, ..., n

cuya dinámica está dada por el sistema

ė1 = x2 − c1,1e1 − w1, (9)

ẇ1 = c2,1e1 + c3,1sign (e1) ,

ė2 = x3 − c1,2 (w1 − x2 + e2)− w2,
ẇ2 = c2,2 (w1 − x2 + e2)

+c3,2sign (w1 − x2 + e2) ,
...

ėi = xi+1 − c1,i (wi−1 − xi + ei)− wi,
ẇi = c2,i (wi−1 − xi + ei)

+c3,isign (wi−1 − xi + ei) ,
...

ėn = f (x) + g (x)u+ γ (t)− f (·)− g (·)u
−c1,n (wn−1 − xn + en)− wn,

ẇn = c2,n (wn−1 − xn + en)
+c3,nsign (wn−1 − xn + en) ,

El análisis de estabilidad del sistema (9) se realiza por
bloques. Como se puede observar, el comportamiento
de las variables e1 y w1 es independiente del resto del
estado. El comportamiento de las variables e2 y w2
depende de las variables e1 y w1 pero no del resto del
estado, y aśı sucesivamente cada bloque.
Se toman las primeras dos ecuaciones

ė1 = x2 − c1,1e1 − w1, (10)

ẇ1 = c2,1e1 + c3,1sign (e1) .

Como el comportamiento de la planta es acotado y suave
se tiene que |x2| < δ2 y |ẋ2| < δ3.
Haciendo el cambio de variables z1,1 = e1 y z1,2 =

x2−c1,1e1−w1 el sistema (10) se puede reescribir como

ż1,1 = z1,2,

ż1,2 = ẋ2 − c1,1z1,2 − c2,1z1,1 + c3,1sign (z1,1) ,

donde se puede encontrar un conjunto de constantes
c1,1, c2,1 y c3,1 tal que el origen del sistema sea expo-
nencialmente estable (Rosas, Alvarez y Fridman, 2007).
Por lo tanto w1 converge a x2 y x̂1 a x1.

Ahora considerando la dinámica de las variables e2 y
w2

ė2 = x3 − c1,2 (w1 − x2 + e2)− w2,
ẇ2 = c2,2 (w1 − x2 + e2) + c3,2sign (w1 − x2 + e2) ,
y definiendo un nuevo conjunto de variables

z1,2 = w1 − x2 + e2,
z2,2 = ż1,2,

cuya dinámica está dada por el sistema

ż1,2 = z2,2, (11)

ż2,2 =
..
w1 − c1,2z2,2 − c2,2z1,2 − c3,2sign (z1,2) .

Ya que
..
w1 → x4 se puede garantizar que

¯̄ ..
w1
¯̄
< δ04 por

lo que se puede encontrar un conjunto de constantes
c1,2, c2,2 y c3,2 tal que el origen del sistema (11) sea
un punto de equilibrio exponencialmente estable, por lo
tanto x̂2 converge a x2 y w2 converge a x3.
Ahora analizando el caso i. Considere las ecuaciones

ėi = xi+1 − c1,i (wi−1 − xi + ei)− wi,
ẇi = c2,i (wi−1 − xi + ei) + c3,isign (wi−1 − xi + ei) ,
defina un nuevo conjunto de variables

z1,i = wi−1 − xi + ei,
z2,i = ż1,i,

cuya dinámica está dada por el sistema

ż1,i = z2,i, (12)

ż2,i =
..
wi−1 − c1,iz2,i − c2,iz1,i − c3,isign (z1,i) .

Como
..
wi−1 → ẋi+1 se puede garantizar que

¯̄ ..
wi−1

¯̄
< δ0h

por lo que se puede encontrar un conjunto de constantes
c1,i, c2,i y c3,i tal que el origen del sistema (12) sea un
punto de equilibrio exponencialmente estable, por lo
tanto x̂i converge a xi y wi converge a xi+1.
Finalmente se analiza el caso n.Considere las ecua-

ciones

ėn = f (x) + g (x)u+ γ (t)− f (·)− g (·)u (13)
−c1,n (wn−1 − xn + en)− wn,

ẇn = c2,n (wn−1 − xn + en)
+c3,nsign (wn−1 − xn + en) ,

por simplicidad se define la función φ (·) como
φ (·) = f (x) + g (x)u+ γ (t)− f (·)− g (·)u

tal que el sistema (13) puede ser reescrito en la forma

ėn = φ (·)− c1,n (wn−1 − xn + en)− wn, (14)
ẇn = c2,n (wn−1 − xn + en)

+c3,nsign (wn−1 − xn + en) .
Defina un nuevo conjunto de variables

z1,n = wn−1 − xn + en,
z2,n = ż1,n,
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cuya dinámica está dada por el sistema

ż1,n = z2,n,

ż2,n =
..
wn−1 −

..
xn + φ̇ (·)− c1,nz2,n

−c2,nz1,n + c3,nsign (z1,n) .

Puesto que
..
wn−1 →

..
xn y

¯̄̄
φ̇ (·)

¯̄̄
< µ se puede garantizar

que
¯̄̄
..
wn−1 −

..
xn + φ̇ (·)

¯̄̄
< δ0hn por lo que se puede

encontrar un conjunto de constantes c1,n, c2,n y c3,n tal
que el origen del sistema (12) sea un punto de equilibrio
exponencialmente estable, por lo tanto x̂n converge a
xn y wn converge a φ (·) .

V. Ilustración del desempeño del observador

En esta sección se ilustra el desempeño del observador
a través de dos experimentos. En el primero se imple-
menta el observador y la planta en un sistema dSPACE
1103. El objetivo de este experimento es analizar el com-
portamiento de cada una de las variables del observador
tal que éste coincida con el comportamiento planteado
en la teoŕıa.
El segundo experimento consiste en aplicar el ob-

servador en una tarea de control de seguimiento de
trayectorias en un mecanismo x− y.

A. Realización de un observador para un sistema
mecánico de 1GDL

Considere un sistema masa resorte amortiguador con
un modelo dado por

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −8.3x1 − 0.332x2 + 1.66u+ γ (·) ,
y = x1,

se propone un observador definido por las ecuaciones
.

x̂1 = c11(x1 − x̂1) + w1,
ẇ1 = c21(x1 − x̂1) + c31sign(x1 − x̂1),
.

x̂2 = −ax1 − bx̂2 + cu+ c12(w1 − bx2) + w2,
ẇ2 = c22(w1 − x̂2) + c32sign(w1 − x̂2).

En este experimento se considera la perturbación γ (·) =
0.2 sin (t) , las constantes del observador c11 = 10, c21 =
2, c31 = 5, c12 = 10, c22 = 1, c32 = 2, y una entrada u =
0.5 sin (t) . Los resultados se describen a continuación.
En la figura 1 se presenta el funcionamiento de

la primera etapa del observador, en donde se puede
observar que el error entre la posición medida y la
observada es mı́nimo. La figura 2 muetra que la ve-
locidad observada converge a la velocidad de la planta,
lo que implica que la variable w1 de la primera etapa
del observador también converge a x2. Aqúı el error
es un poco mayor debido a los errores probocados por
el paso de integración. Finalmente, en la figura 3 se
muestra la perturbación estimada y el error entre ésta
y la perturbación real. La magnitud de este error es un

poco mayor ya que el efecto de los errores en las etapas
anteriores causa una degeneración en las siguientes eta-
pas. Sin embargo, para muchas aplicaciones este error
es permisible como se ve en el siguiente experimento.
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Figura 1. Posición de la planta, posición observada y error entre
ellas.
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Figura 2. Velocidad de la planta, velocidad observada y error
entre ellas.

B. Aplicación a un sistema de control

En esta subsección se presentan los resultados ex-
perimentales del uso del observador en el control del
mecanismo x−y mostrado en la figura 4; aqúı el objetivo
de control es seguimiento de trayectorias.
El modelo de cada eje está dado por

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − b
m
x2 +

k

m
u+ γ (·) ,
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Figura 3. Perturbación, perturbación estimada y error entre ellas.

Figura 4. Mecanismo x− y.

donde x1 es la posición, x2 es la velocidad, b es el
coeficiente de fricción viscosa, m es la masa, k es una
ganancia que depende de la etapa de potencia y del
motor y γ (·) es un término que contiene todas las
perturbaciones en el sistema. Es importante mencionar
que no se conoce, ni en forma aproximada, ninguno de
los parámetros de la planta, lo que complica el diseño
de un controlador, además sólo se tiene medición de la
posición.
El observador que se propone tiene la forma siguiente

.

x̂1 = c11(x1 − x̂1) + w1,
ẇ1 = c21(x1 − x̂1) + c31sign(x1 − x̂1),
.

x̂2 = − b
m
x̂2 +

k

m
u+ c12(w1 − bx2) + w2,

ẇ2 = c22(w1 − x̂2) + c32sign(w1 − x̂2).

Considerando que se desea seguir la referencia yref (t)
con derivadas ẏref (t) y ÿref (t) el control que se propone
para cada eje es

u =
m

k

µ
b

m
x̂2 − w2 + ÿref (t)− k1e1 − k2e2

¶
,

donde e1 = x1 − yref (t) y e2 = x2 − ẏref (t) . El
controlador fue implementado en un sistem dSPACE

1103 con un paso de integración de 10µs, Los valores
nominales de los parámetros del eje x son b = 40kg/seg,
m = 10kg., k = 1.5. Las constantes del observador son
c11 = 10, c21 = 1, c31 = 1, c12 = 5, c22 = 1, c32 = 1,
y las ganancias del controlador son k1 = 50 y k2 = 5.
Para el eje y : b = 40kg/seg, m = 10kg, k = 1.5.
Las constantes del observador son c11 = 20, c21 = 0.5,
c31 = 0.2, c12 = 10, c22 = 1, c32 = 0.2, y las ganancias
del controlador son k1 = 5 y k2 = 1.
En las figuras 5 y 6 se muestra el comportamiento de

las posiciones y errores de seguimiento en ambos ejes. La
ĺınea punteada gruesa, en todas las gráficas de esta sec-
ción, indica el instante en donde se incorpora la variable
w2 en el control. Antes de aplicar la compensación de
perturbaciones las salidas (ĺıneas punteadas delgadas)
diferen de la referencia (ĺınea continua), las gráficas de
error muestran que en este periodo de tiempo los errores
son del orden de 2.5cm en el eje x y de 1.0cm para el
eje y. Después de compensar las perturbaciones, estos
errores disminuyen a 0.4mm en el eje x y a 1mm en
el eje y. Las figuras 7 y 8 muestran las perturbaciones
estimadas y las señales de control en ambos ejes. Es
importante notar que las señales de control no tienen
componentes de alta frecuencia, lo que evita el problema
de chattering.
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Figura 5. Referencia, posición y error de seguimiento para el eje
x.

VI. Conclusiones

El observador que se propone garantiza, en forma
anaĺıtica, la convergencia al estado de la planta y la
identificación de perturbaciones. Su diseño es modular,
lo que facilita su implementación y sintonización. Sin
embargo, el uso de varias etapas en cascada puede
deteriorar el desempeño de las últmas etapas. A pesar
de esto, los resultados experimentales se acercan mucho
a los obtenidos con otras técnicas más complejas como
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Figura 6. Referencia, posición y error de seguimiento para el eje
y.
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Figura 7. Perturbación estimada y entrada de control para el
eje x.

H∞ y control por modos deslizantes, pero con la ventaja
de no necesitar la solución de la ecuación diferencial de
Riccati en linea (Isidori y Astolfi, 1992), que es el caso
de H∞, y de tener una señal de control suave, lo que
no se puede hacer con modos deslizantes.
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