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Resumen� En este art�́culo se presenta el dise �no de
una familia de observadores de velocidad de estructura
variable con modos deslizantes aplicado al problema de
estabilización de un sistema mecánico subactuado. Se
utilizará un helicóptero de tres grados de libertad como
base de prueba. Las caracter�́sticas de funcionamiento y
robustez del sistema en lazo cerrado se ilustrarán a través de
simulaciones numéricas que toman en cuenta incertidumbres
paramétricas y perturbaciones externas.
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I. INTRODUCCIÓN

El análisis y la s�́ntesis de helicópteros a escala se han
convertido en uno de los temas más abordados recien-
temente (véase (Avila-Vilchis et al., 2003) y referencias
en él). De la misma forma, se han realizado diferentes
aproximaciones para resolver problemas de estabilización
en este tipo de mecanismos. Un trabajo particularmente
relevante es que se expone en (Spurgeon et al., 1996),
donde se construyó un control por retroalimentación de
salida usando el helicóptero como modelo de referencia
a través de un controlador y un observador por modos
deslizantes. Otros esfuerzos como el de (Oh y Khalil, 1997)
logra combinar controladores de estructura variable con un
observador de alta ganancia para resolver el problema de
control de seguimiento de sistemas no lineales con dinámica
cero estable.

Uno de los principales problemas para el desarrollo
de controladores corresponde a la necesidad de tener
disponibles mediciones de todas las variables de estado
del sistema; en la práctica, este requisito limita su imple-
mentación y utilidad. Además, es común que las mediciones
posibles del sistema se encuentren corrompidas por ruido
proveniente de los sensores sumado a las perturbaciones
a las que se encuentra sometido f�́sicamente el sistema.
Este aspecto fundamental para la implementación de contro-
ladores ha motivado el desarrollo de observadores. Dentro
de la gama de técnicas aplicadas al dise�no de observadores,
sobresalen aquellos basados en modos deslizantes. Esto
se debe principalmente a que presentan propiedades de
robustez en presencia de perturbaciones, convergencia en
tiempo �nito y la posibilidad de realizar estimaciones de

incertidumbre paramétricas (Davila et al., 2005). Existen
varias contribuciones dentro de esta l�́nea de investigación.
Por ejemplo, en (Drakunov y Utkin, 1995) se presentan
algunas pautas que fundamentaron el desarrollo de ob-
servadores basados en modos deslizates. En (M'Sirdi et
al., 2008) se propone un observador con modos deslizantes
de segundo orden para la estimación de parámetros.

En el presente trabajo se presenta la s�́ntesis por modos
deslizantes para la estabilización alrededor de una posición
deseada aplicado a un prototipo de helicóptero de tres
grados de libertad, fabricado por la compa�n�́a Quanser. Con
el propósito de satisfacer los requerimientos prácticos de
retroalimentación, se propone el dise�no de observadores
discontinuos de velocidad basados en modos deslizantes
de primer orden que simpli�quen el desarrollo de contro-
ladores.

El art�́culo está organizado de la siguiente manera. En la
Sección II se introduce el enunciado del problema y el mod-
elo dinámico del prototipo. En la Sección III se presenta el
dise�no de los observadores discontinuos de velocidad. Los
controladores con retrolimentación de salida se presentan
en la Sección IV. Las propiedades del funcionamiento y
robustez del sistema en lazo cerrado se ilustran a través de
resultados de simulación en la Sección V. Finalmente, la
Sección VI presenta algunas conclusiones.

II. MODELO DINÁMICO Y ENUNCIADO DEL PROBLEMA

El modelo dinámico de un helicóptero de laboratorio de
3-GDL tomado del manual de usuario (Quanser, n.d.) está
dado por

Jeθ̈ = Kf (Vf + Vb)Lb − FgLb + we (1)
Jdφ̈ = Kf (Vf − Vb)Lh + wd (2)
Jtψ̈ = −Kp sin(φ)Lb + wt. (3)

De las ecuaciones anteriores, θ(t) ∈ IR es el ángulo
de elevación, φ(t) ∈ IR es el ángulo de dirección, y
ψ(t) ∈ IR es el ángulo de rotación, Je es el momento
de inercia del sistema alrededor del eje de elevación, Jd

es el momento de inercia del helicóptero sobre el eje de
cabeceo o dirección, Jt es el momento de inercia alrededor
del eje de rotación, y las variables manipulables que se
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Figura 1. Helicóptero prototipo de 3-GDL.

usan para el control son el voltaje de armadura del motor
de corriente directa frontal y de cola denotados como Vf (t)
y Vb(t), respectivamente; we(t), wd(t), wt(t) representan a
las perturbaciones externas que afectan al sistema; Kf es la
constante de fuerza de la combinación del motor/propela,
Lb es la distancia del punto pivote al cuerpo del helicóptero,
Fg es la fuerza gravitacional, Lh es la distancia del eje de
cabeceo a ambos motores, y Kp es la fuerza requerida para
mantener el helicóptero en vuelo.

La variable de movimiento ψ corresponde a la rotación
del sistema completo alrededor del eje vertical z. La el-
evación θ se de�ne como el movimiento del cuerpo del
helicóptero, que corresponde al desplazamiento angular del
brazo de sustentación principal con respecto al eje horizon-
tal y. El movimiento de cabeceo φ corresponde al cambio
de altitud del cuerpo del helicóptero. La inercia del modelo
del sistema se simpli�ca a puntos de masas asociados a
los dos motores y su contrapeso; de manera adicional, los
efectos de fricción y aerodinámicos serán despreciados. La
fuerza generada por cada motor de propela se asume que
es normal al plano de la propela.

Con el �n de descomponer el sistema subactuado de
3-GDL (1)�(3) en dos subsistemas, actuados de manera
independiente, se introducen las entradas de control u1 =
Vf +Vb y u2 = Vf −Vb. Entonces, de�niendo θ1 = θ, θ2 =
θ̇, φ1 = φ, φ2 = φ̇, ψ1 = ψ, ψ2 = ψ̇, y a = KfLbJ

−1
e ,

b = LbFgJ
−1
e , c = KfLhJ−1

d , d = KpLbJ
−1
t , el sistema

(1)�(3) toma la forma

θ̇1 = θ2, θ̇2 = −b + au1 + w1 (4)
φ̇1 = φ2, φ̇2 = cu2 + w2 (5)
ψ̇1 = ψ2, ψ̇2 = −d sin(φ1) + w3 (6)

donde w1(t) = J−1
e we(t), w2(t) = J−1

d wd(t), y w3(t) =
J−1

t wt(t). Este sistema (4)�(6) posee una dinámica cero
estable.

Por cuestiones prácticas de aplicación, se asume que
las mediciones de las posiciones θ1(t), φ1(t), ψ1(t) son
la única información disponible del sistema. El problema
consiste en dise�nar observadores de velocidad apropiados
de la dinámica no lineal del modelo del helicóptero, que

retroalimentarán el sistema en lazo cerrado, que pemitan la
s�́ntesis de la dinámica de salida.

III. DISE �NO DE OBSERVADORES DISCONTINUOS

Se proponen observadores discontinuos de velocidad
que correrán en paralelo a los controladores por modos
deslizantes para constituir la s�́ntesis de la dinámica de
salida del sistema (4)�(6).

A. Dise�no de Observador de Velocidad de Elevación
El observador de estructura variable que se propone para

el estado θ, correspondiente al ángulo de elevación, está
de�nido por

˙̂
θ1 = θ̂2 + µθ sign(θ1 − θ̂1)
˙̂
θ2 = −b + au1 + νθ sign(θ1 − θ̂1),

(7)

con parámetros µθ, νθ > 0. La dinámica de los errores de
observación e1 = θ1− θ̂1, e2 = θ2− θ̂2 están descritas por
las ecuaciones

ė1 = e2 − µθ signe1,

ė2 = −νθ signe1 + w1,
(8)

con lado derecho discontinuo. De manera subsecuente,
se muestra que estas ecuaciones parecen ser interna y
asintóticamente estables. Además, en presencia de pertur-
baciones externas w1 con magnitud superiormente acotada
M1 > 0, se demuestra que los errores de observación
decaen de forma asintótica al segmento

Sθ = {(e1, e2) ∈ IR2 : e1 = 0, |e2| ≤ µθM1

νθ
} (9)

con un dominio de atracción

Dθ = {(e1, e2) ∈ IR2 : |e2| < µθνθ

M1
}, (10)

condicionado a que

νθ > max{M1, µθM1}. (11)

Teorema 1: Considérese que la dinámica de los errores
de observación (8), sujetos a la subordinación de parámetros
(11) para alguna M1 > 0, parecen ser internamente estables
en forma asintótica y global. Estas dinámicas llegan al
intervalo Iµθ

= {(e1, e2) ∈ IR2 : e1 = 0, |e2| < µθ} en
tiempo �nito cuando son inicializadas dentro del dominio
(10) y en presencia de perturbaciones externas admisibles
w1 de magnitud menor ó igual a M1. Posteriormente,
aparecen modos deslizantes dentro del intervalo Sµθ

a lo
largo del eje vertical y decaen al segmento empotrado (9)
cuando t →∞.

Demostración: Primero, nótese que para el sistema
discontinuo del error (8), la condición

e1ė1 = e1(e2 − µθ signe1) ≤ −|e1|(µθ − |e2|) < 0)

garantiza la existencia de modos deslizantes para todo e1 6=
0 y |e2| < µθ.
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A continuación, considérese la función candidata de
Lyapunov V (e1, e2) = νθ|e1|+ 1

2e2
2. Calculando la derivada

temporal de esta función a lo largo de las trayectorias del
sistema no perturbado (8), se obtiene

V̇ = νθ signe1(e2 − µθ signe1)− e2νθ signe1

= −µθνθ < 0, (12)

la cual es válida para toda la función excepto en el eje
vertical e1 = 0 donde V (e1, e2) no es diferenciable.
Aparentemente, la desigualdad (12) asegura que las trayec-
torias llega al intervalo de modo deslizante Iµθ

en tiempo
�nito; de otra manera, dichas trayectorias se dirigirán al
origen y llegarán en tiempo �nito. Dado que los modos
deslizantes en el intervalo Iµθ

se gobiernan por la ecuación
estable en forma asintótica

ė2 = − νθ

µθ
e2, (13)

esto origina que la dinámica del error (8) sea internamente
estable en forma global.

Para conveniencia del lector, se recuerda que la ecuación
por modos deslizantes (13) se deriva de acuerdo al método
del control equivalente (Utkin, 1992), a través de la susti-
tución del valor equivalente signeqe1 de la función con-
mutada signe1. Esto garantiza la identidad ė1 = 0 a lo
largo de los modos deslizantes en la segunda ecuación del
sistema no perturbado (8) para signe1. De hecho, el valor
equivalente representa la solución de la ecuación algebraica
e2 − µθ signe1 = 0 con respecto a signe1 y por lo tanto,
signeqe1 = µ−1

θ e2.
En consecuencia, para la dinámica perturbada (8), la

relación (12) se modi�ca a

V̇ = −µθνθ + e2w1 ≤ −µθνθ + M1|e2|, (14)

y para las trayectorias, inicializadas dentro del dominio (10),
permanece negativo de�nido. As�́, junto con la dinámica
interna, las trayectorias del sistema perturbado (8) llegan al
intervalo de modos deslizantes Iµθ

en tiempo �nito Tw1 >
0, el cual depende de las perturbaciones w1. Las soluciones
de la ecuaciones con modos deslizantes en presencia de
perturbaciones

ė2 = − νθ

µθ
e2 + w1 (15)

están dadas por

e2(t) = e−(t−Tw1 )e2(Tw1) +
∫ t

Tw1

e−(t−τ)w1(τ)dτ,

y tomando en consideración la cota superior M1 en la mag-
nitud de las perturbaciones admisibles w1, estas soluciones
se aproximan al segmento (9) cuando t →∞.

Con el �n de interpretar el resultado anterior en términos
del observador de velocidad (7), se introduce el siguiente
concepto.

De�nición 1: Considérese el sistema dinámico de se-
gundo orden

η̈ = f(η, η̇) (16)

y un sistema dinámico de la forma

˙̂η1 = f1(η, η̂1, η̂2), ˙̂η2 = f2(η, η̂1, η̂2) (17)

con variables de estado escalares η(t) y η̇(t) y de manera
respectiva, η̂1(t) y η̂2(t) poseen soluciones en el sentido
de Filippov para condiciones iniciales arbitrarias. Se dice
que el sistema (17) constituye un observador asintótico de
velocidad del sistema (16) con un dominio de atracción
D ⊂ IR2 de errores de observación inicial y una precisión
ε > 0 si y solo si

lim
t→∞

sup
τ≥t

|η(τ)− η̂1(τ)| ≤ ε, lim
t→∞

sup
τ≥t

|η̇(τ)− η̂2(τ)| ≤ ε

(18)
para todas las soluciones en el sentido de Filippov (η, η̇) y
(η̂1, η̂2) de (16) y (17) tales que los errores de observación
iniciales (η(0)− η̂1(0), η̇(0)− η̂2(0)) están en D.

Basados en la De�nición 1, el Teorema 3 se reformula
como sigue.

Teorema 2: Considérese el observador de velocidad de
estructura variable (7) de la dinámica de elevación (4). Sea
M1 > 0, una cota superior de la magnitud de la perturbación
externa w1(t) que afecta a (4), conocida a priori. Entonces
bajo la condición (11), impuesta en los parámetros µθ, νθ

del observador, (7) representa un observador de velocidad
asintótico de precisión µθM1

νθ
, donde (10) corresponde al

dominio de atracción de los errores de estimación iniciales
e1(0) = θ1(0)− θ̂1(0), e2(0) = θ2(0)− θ̂2(0). Además, (7)
es un observador asintótico global del sistema no perturbado
(4).

B. Observador Semiglobal para Dirección-Rotación

De manera similar al observador de elevación (7), se
dise�na una familia de observadores de velocidad de estruc-
tura variable para el subsistema dirección-rotación

˙̂
φ1 = φ̂2 + µφ sign(φ1 − φ̂1)
˙̂
φ2 = cu2 + νφ sign(φ1 − φ̂1), (19)
˙̂
ψ1 = ψ̂2 + µψ sign(ψ1 − ψ̂1)
˙̂
ψ2 = −d sin(φ1) + νψ sign(ψ1 − ψ̂1), (20)

con parámetros µφ, νφ, µψ, νψ > 0.
Los errores de observación φi − φ̂i, ψi − ψ̂i, i = 1, 2

parecen decaer en forma asintótica a los segmentos

Sφ = {(φ1 − φ̂1, φ2 − φ̂2) ∈ IR2 :

φ1 = φ̂1, |φ2 − φ̂2| ≤ µφM2

νφ
} (21)

Sφ = {(ψ1 − ψ̂1, ψ2 − ψ̂2) ∈ IR2 :

ψ1 = ψ̂1, |ψ2 − ψ̂2| ≤ µψM3

νψ
} (22)
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con dominios de atracción

Dφ = {(φ1 − φ̂1, φ2 − φ̂2) ∈ IR2 :

|φ2 − φ̂2| < µφνφ

M2
}, (23)

Dψ = {(ψ1 − ψ̂1, ψ2 − ψ̂2) ∈ IR2 :

|ψ2 − ψ̂2| < µψνψ

M3
}, (24)

a condición de que

νφ > max{M2, µφM2}, νψ > max{M3, µψM3}. (25)

Teorema 3: Considérense los observadores de velocidad
de estructura variable (19) y (20) de las dinámicas de
dirección y rotación (5) y (6). Sean M2 > 0 y M3 > 0, las
cotas superiores de las magnitudes de las perturbaciones
externas w2(t) y w3(t) que afectan a los sistemas (19)
y (20), conocidas a priori. Entonces, bajo las condiciones
(25), impuestas en los parámetros µφ, νφ, µψ, νψ de los
observadores, las dinámicas de los sistemas (19) y (20)
representan observadores de velocidad asintóticos de di-
rección y rotación, con una precisión µφM2

νφ
y µψM3

νψ
,

respectivamente; estos observadores poseen dominios de
atracción (23) y (24) de los errores de estimación iniciales
φi(0) − φ̂i(0), ψi(0) − ψ̂i(0), i = 1, 2. Además, (19) y
(20) son observadores asintóticos globales del sistema no
perturbado (5) y (6).

Demostración: La l�́nea de razonamiento usado para
establecer la validación del Teorema 4 se aplica tambien
aqu�́. Los detalles de la prueba del Teorema 5 entonces se
omiten.

IV. DISE �NO DE CONTROLADOR

Se proponen controladores u ∈ IR2 de tal modo que
θi, φi, ψi, i = 1, 2 tiendan a cero en forma asintótica
y tambien atenuen los efectos de las perturbaciones ex-
ternas. Aparentemente, las ecuaciones (4), que describen
la dinámica de elevación, constituyen un subsistema in-
dependiente al formado por el subsistema de dirección-
rotación descrito por (5)-(6). Por tal motivo, se presentan
dos desarrollos independientes propuestos en (Orlov, 2009)
para el control de ambos subsistemas.

A. Control por Modos Deslizantes de Segundo Orden para
el Eje de Elevación

Considerando que el ángulo de elevación θ1 y la veloci-
dad angular θ2 se pueden medir, el controlador de elevación
por modos deslizantes de segundo orden propuesto es el
siguiente

u1 =
1
a
[b− hθ1 − pθ2 − α sign(θ1)− β sign(θ2)]. (26)

Con esta ley de control, el sistema de lazo cerrado (4), (26)
será estable en forma global y en tiempo �nito siempre y
cuando las ganancias de los parámetros sean

h, p ≥ 0, α−M1 > β > M1 (27)

para cualquier M1 > 0. Por otra parte, la estabilidad se
conserva sin importar cualquier disturbio externo w1 de
magnitud acotada

sup
t
|w1(t)| ≤ M1 (28)

que afecte al sistema.
Teorema 4: Considérese el sistema perturbado (4) con-

ducido por el controlador (26) sujeto a los parámetros (27)
con alguna constante positiva M1 > 0. Entonces, el sistema
de lazo cerrado (4), (26) es estable en forma global y en
tiempo �nito, sujeto a que las perturbaciones externas w1(t)
satisfacen la restricción en la cota superior (28) para alguna
constante M1.

Demostración: Sustituyendo (26) en (4), el sistema de
lazo cerrado toma la forma

θ̇1 = θ2,

θ̇2 = −hθ1 − pθ2 − α sign(θ1)− β sign(θ2) + w1,
(29)

y aplicando el Teorema 4.4 de (Orlov, 2009) al sistema (29)
bajo las condiciones (27), (28), se valida el Teorema 4.
B. Control por Modos Deslizantes para los Ejes de Di-
rección y Rotación

El siguiente objetivo es estabilizar en forma asintótica el
subsistema subactuado (5), (6), mientras que se atenuen las
perturbaciones externas w2, w3.

La estrategia de control consiste en dos pasos. Primero,
la salida del sistema en cuestión se especi�ca de tal manera
que la dinámica cero no perturbada correspondiente sea
estable en forma asintótica y global mientras que la in�uen-
cia de las perturbaciones externas en la dinámica cero será
atenuada gracias a la selección apropiada de la salida del
sistema. A continuación, se construye una entrada u2 que
lleve de manera local el sistema a la variedad de la dinámica
cero en tiempo �nito a pesar de las perturbaciones externas.

Considérese la siguiente super�cie

s(φ1, ψ1, ψ2) = d sin(φ1)− c1ψ1 − c2ψ2 (30)

con constantes positivas c1 y c2 que permiten imponer las
propiedades deseadas en la dinámica cero. Aparentemente,
mientras que la variable de rotación se encuentre en la
variedad s = 0, su dinámica estará gobernada por el sistema

ψ̇1 = ψ2, ψ̇2 = −c1ψ1 − c2ψ2 + w3, (31)

el cual es internamente estable en forma asintótica; las
perturbaciones w3 son atenuadas gracias a una selección
apropiada de las ganancias c1 y c2 (véase (Doyle et
al., 1989) para detalles). Para asegurar que se alcance la
variedad (30) en tiempo �nito, se propone la siguiente
entrada de control

u2 =
1

c cos(φ1)
[sin(φ1)φ2

2 − c1 sin(φ1)− c2 cos(φ1)φ2

− α1 sign(s)− β1 sign(ṡ)− h1s− p1ṡ] (32)

con parámetros positivos α1, β1, h1, p1. Obsérvese que,
debido a la perdida de controlabilidad del cuerpo del
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helicóptero en φ1 = ±π
2 , la dinámica de cabeceo no será

permitida en esos puntos de singularidad y es por eso que el
ángulo de dirección se tratará en forma local. La idea detrás
de la s�́ntesis propuesta es traer la proyección del sistema
en lazo cerrado (5), (6), (32) al subespacio conformado por
la salida s, a la forma cuasihomogenea

s̈ = −d[α1 sign(s) + β1 sign(ṡ) + h1s + p1ṡ] + w (33)

donde se asume que la perturbación externa w3(t) que
afecta a la dinámica de rotación es diferenciable y se ha
aplicado la siguiente notación w = d cos(φ1)w2 − c1w3 −
c2ẇ3. Por el Teorema 4.4 de (Orlov, 2009), la ecuación (33)
parece ser equiuniforme en forma global (en w) y estable en
tiempo �nito satisfaciendo supt |w(t)| ≤ M para cualquier
constante M > 0 y cumpliendo con

h1, p1 ≥ 0, dα1 −M > dβ1 > M, (34)

para los parámetros del controlador. Asumiendo que las
magnitudes de las perturbaciones externas w2(t) y w3(t)
y que la derivada temporal w4(t) = ẇ3(t) estén superior-
mente acotadas

sup
t
|wi(t)| ≤ Mi, i = 2, 3, 4 (35)

por cualquier constante positiva M2,M3,M4, se obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 5: Considérese el sistema de lazo cerrado (5),
(6), (32) con la subordinación de parámetros (34) y con
la consideración (35) en las perturbaciones externas. Con-
siderése que se satisfacen las condiciones (34) con M =
dM2 + c1M3 + c2M4; entonces el sistema en lazo cer-
rado es llevado a la variedad de la dinámica cero (30)
en tiempo �nito, y su dinámica posterior está gobernada
por la ecuación de modo deslizante (31). Además, la
dinámica interna del sistema en lazo cerrado (5), (6), (32)
es asintóticamente estable en forma local.

Demostración: Dado que la proyección (5), (6), (32)
en el subespacio de la salida s, se describe localmente
por la ecuación (33) y bajo las condiciones del teorema,
esta ecuación es equiuniformente estable en tiempo �nito
de acuerdo al Teorema 4.4 (Orlov, 2009), el sistema en
lazo cerrado, iniciando desde un instante de tiempo �nito
T > 0, evoluciona a la variedad de la dinámica cero (30).
As�́, para t ≥ T , el sistema (5), (6), (32) está gobernado
por la ecuación con modos deslizantes (31), la cual es
internamente estable en forma asintótica . el sistema de
lazo cerrado es interna y asintóticamente estable debido a la
estabilidad en tiempo �nito de la primer etapa que precedió
a los modos deslizantes, y gracias a que la última etapa está
bien de�nida.

Observación 1: Dado que los parámetros c1 y c2, que
determinan la variedad de la dinámica cero (30), puede
ser asignado arbitrariamente grande, la in�uencia de las
perturbaciones externas en la super�cie de deslizamiento
(31) está atenuado a un nivel tan bajo como se deseé bajo
la selección adecuada de parámetros.

TABLA I
PARÁMETROS DEL HELICÓPTERO DE 3-GDL

Notación Valor Unidades
Lb 0.66 m
Lh 0.177 m
Je 0.91 kg ·m2

Jd 0.0364 kg ·m2

Jt 0.91 kg ·m2

Kf 0.5 N/V
Kp 0.686 N
Fg 0.686 N

C. Sintesis de la Retroalimentación de Salida
A través de la sustitución de las salidas θ̂2, θ̂2, θ̂2 de

los observadores de velocidad propuestos en la ley de
retroalimentación de estados (26), (32) por las variables de
estado θ2, φ2, ψ2, se obtienen los controladores

u1 =
1
a
[b− hθ1 − p

˙̂
θ2 − α sign(θ1)− β sign(θ̂2)] (36)

u2 =
1

c cos(φ1)
[sin(φ1)φ̂2

2 − c1 sin(φ1)− c2 cos(φ1)φ̂2

− α1 sign(ŝ)− β1 sign( ˙̂s)− h1ŝ− p1
˙̂s] (37)

En la sintesis anterior, ŝ = d sin(φ1) − c1ψ1 − c2ψ̂2 es
equivalente a s(φ1, ψ1, ψ̂2) y s, que están de�nidos por (30).

El análisis de estabilidad del sistema de lazo cerrado
(4)�(6), (7), (19), (20), conducido por los controladores
de retroalimentación de salida (36), (37) y operando bajo
condiciones de incertidumbre se omite por razones de
espacio, sin embargo éstas combinan detalles de la prueba
de los Teoremas 1 al 5.

V. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Caracter�́sticas de funcionamiento de controlador por mo-
dos deslizantes con retroalimentación de salida son proba-
dos a través de un estudio de simulación llevada a cabo con
SIMULINK. En la Tabla I se presentan los parámetros del
helicóptero, tomados del manual del helicóptero de 3-GDL
de Quanser.

Las condiciones iniciales para el helicóptero fueron
θ1(0) = φ1(0) = ψ1 = 0.8 [rad], mientras que las condi-
ciones iniciales para la velocidad fueron θ̇(0) = φ̇(0) =
ψ̇(0) = 0 [rad/s].

Se simularon dos situaciones, una para el caso no
perturbado y otra para el sistema afectado por perturba-
ciones armónicas w1 = w2 = 0.5 cos 40t [rad/s2], w3 =
0.2 cos 50t [rad/s2]. En las simulaciones, las ganancias del
controlador en (26) y (32) fueron sintonizadas a α = 4,
β = 3.5, h = 10, p = 5, α1 = 2, β1 = 1, h1 = 0, p1 = 0,
c1 = 2 y c2 = 3.

De manera adicional, las condiciones iniciales para el
observador de velocidad no lineal fueron ajustadas a θ̂(0) =
φ̂(0) = ψ̂(0) = 0 [rad] y ˙̂

θ(0) = ˙̂
φ(0) = ˙̂

ψ(0) = 0 [rad/s].
Los resultados de simulación usando el controlador de

posición por modos deslizantes (26) y (32) y aplicando
los observadores de velocidad propuestos (7) y (20), se
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muestran en las �guras 2 para el caso no perturbado. De
la misma forma, las �guras 3 y 4 ilustran el caso con per-
turbaciones armónicas. Es posible observar la estabilización
asintótica del sistema aplicando una retroalimentación con
las velocidades estimadas de los observadores y el error de
observación. Asimismo, de acuerdo a lo establecido en el
análisis teórico presentado, se observa la atenuación de las
perturbaciones externas.
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Figura 2. Estabilización del helicóptero para el caso no perturbado.

VI. CONCLUSIONES

Se propone el marco general para resolver el problema
de estabilización asintótica por retroalimentación de salida
de un helicóptero de 3-GDL aplicando observadores dis-
continuos de velocidad que presentan modos deslizantes.
El análisis propuesto involucra una descomposición del
problema y la s�́ntesis para la retroalimentación de salida.
El método propuesto presenta el dise�no de observador de
velocidad por modos deslizantes de primer orden aplicando
un controlador por modos deslizantes de segundo orden
por retroalimentación de estados. La veri�cación numérica,
realizada para un prototipo de laboratorio, demuestra la
efectividad del método.
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