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Resumen—La estrategia de regulacdbn por fijacion de acteriza por tres nimeros basicos (Wang y Chen, 2003;
nodos es descrita para el caso de redes con nodogrticos Barajas-Ramirez, 2006): La distancia de camino promedio
y extendida al caso de redes con nodos no &dticos. () que describe la distancia efectiva, medida en enlaces,

Esta estrategia_de control de redes puede verse como entre dos nodos cualquiera de la red; el coeficiente de
una interpretacion simplificada de la interaccbn entre q '

sincronizacion y regulacion observada en el mundo real. La agrupamiento ), que indica cuantos (.je .|03 _VeCinOS de
estrategia consiste en aplicar controladores a una pegide cada nodo son vecinos entre si; y la distribucion de grado

fraccion de los nodos, para lograr a traes de la sincronizadn  de nodo P(k)), que describe la probabilidad de que un
de la red, regular su comportamiento colectivo. Se presenta nodo escogido al azar tenga exactamentenlaces. Di-

un criterio de estabilizacion por fijacion para redes con . L. .
nodos no icenticos en érminos de la ganancia de control VE'SOS estudios empiricos realizados en redes en el mundo

y propiedades estructurales de la red, especificamente la real,.inclu_yendo redes sociales, tegnolégicas y.biqﬁrgi
fuerza de conexdn y el numero de nodos. En particular, el han identificado algunas caracteristicas topologieesschs

criterio propuesto establece que la reguladin por fijacion  comunes a la mayoria de estas redes. En particular, se
sera efectiva en redes cuando los diferentes nodos de la red gncontro que la distancia de camino promedio de redes

tengan puntos de equilibrio comunes. Nuestros resultadoes en el mundo real es mu equefia. aun cuando la red
ilustran mediante simulaciones nunéricas de la regulacbn y peq '

por fijacion en una red escala-libre, donde los nodos son dos S€ ConStitL_'ya por un nimero muy grande de nodos; esta
tipos distintos de sistemas daticos. caracteristica es llamada el efecto de mundo-pequefitg\Wa

y Strogatz, 1998). Asi mismo, la distribucion de enlaces
se caracteriza por la presencia de un numero considerable
de nodos concentradores, produciendo lo que se conoce
como el efecto de escala-libre (Barabasi y Albert, 1999). L
importancia del descubrimiento de estos principios corsune
Un gran nimero de sistemas de interés cientifico gle organizacion estructural, radica en las implicacianes
tecnologico pueden ser representados como redes. En gaiadan tener en la funcionalidad de los sistemas que las
representacion, sistemas de naturalezas tan diversas cagdes complejas representan.
la Internet, los grupos sociales, e incluso la red neuronal Durante la (ltima década, numerosos autores han inves-
toman la forma de grafos, en los cuales cada componetigado la relacion entre propiedades estructurales, domo
del sistema se representa como un nodo, mientras gefectos de mundo-pequefio y escala-libre descritos arriba
las interacciones entre ellos se representan como enlaces la dinamica de los comportamientos colectivos en redes
(Bornhold y Schuster, 2003; Newman et al., 2006). En losomplejas (Strogatz, 2001; Wang y Chen, 2003; Albert,
Gltimos afos, el estudio de la estructura de estas red205; Boccaletti et al., 2006; Wu, 2007; Arenas et al., 2008)
complejas ha tomado gran relevancia en la comuniddeh su mayoria, estas investigaciones se han enfocado en
cientifica. Siendo una de las principales motivacionea pael surgimiento de sincronizacion en redes de osciladores
estas investigaciones la bUusqueda de relaciones diretas idénticos, en las cuales los sistemas se conectan linetdme
tre las caracteristicas topologicas de lared y las pdapies y con simetria difusiva (Wu y Chua, 1995; Acebron et
dinamicas de los sistemas representados por éstas. De matl, 2005), es decir, de modo que la suma de conexiones
que en la actualidad, un aspecto fundamental del estudiean iguales en todas las direcciones de la red (este concept
redes complejas es ir méas alla de identificar y caracterizas descrito con mayor detalle en la Seccion II). Este tipo
propiedades estructurales, a precisamente estableter crie redes son modelos adecuados para representar un gran
rios para el surgimiento de comportamientos colectivos. nimero de situaciones reales en diversos sistemasdjsico
En términos generales, la estructura de una red se chielogicos y sociales. En particular, pueden ser utiliad
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para representar sistemas cuyo funcionamiento adecuaiglas en Inglés. El criterio propuesto por Sorentaiaal.
requiere la interaccién entre mecanismos de sincrorfinaciestablece la controlabilidad por fijacion de la red como una
y regulacion. Por ejemplo, en fisiologia, el funcionartéen propiedad estructural de la red, y la mide en términos de
del corazobn require la sincronia de las células que farmda fuerza de conexion necesaria para lograr que una red
el tejido cardiaco, y a la vez se requiere que las célula®n nodos fijados alcance la sincronia. Por otro lado, bajo
cardiacas sean reguladas por las células marcapase lotad mismas restricciones, en (Li et al., 2004) se evallo la
izadas en el nodo sinusal (Peskin, 1977). Asi mismo, ebntrolabilidad de una red en términos del nUmero de nodos
arreglo de neuronas cerebrales, que en su conjunto formajiae es necesario fijar para regularla, comparando dos formas
médula oblongada, sintonizan sus comportamientosreléctde escoger los nodos a fijar: al azar, y escogiendo los no-
cos con otras partes del sistema nervioso para regular difdos concentradores. Demostrando que el nimero de nodos
entes funciones del organismo, como por ejemplo el ritmoeecesarios para regular la red se reduce significativamente
respiratorio (Rekling y Feldman, 1998). Por otro lado, la&uando se fijan los nodos concentradores.
formacion de opiniones en un grupo social es producto de laEn esta contribucion, la metodologia de control por
regulacion lograda por la sincronizacion de la red formadijacion propuesto por la referencias arriba mencionadas
por los miembros del grupo, donde una opinion se consolids extendida al caso de redes con nodos no idénticos. Se
en funcion de las pautas que algunos individuos claveresenta un criterio de estabilizacion que permite coerpar
llamados lideres de opinion, dictan al grupo (Weisbuch @& controlabilidad de redes en términos de la ganancia de
al, 2004). La regulacibn de comportamientos en las redesntrol y la fuerza de conexibn necesarias para lograr la
complejas que describen estos ejemplos tiene dos elemengstabilizacion, y ademas se establece que la contriolathil
basicos: La presencia de nodos especiales que establedera red también depende del nUmero de nodos en la red.
el comportamiento a seguir, y la sincronizacion como ukn particular, se analiza la regulacion de redes donde los
mecanismo de control sobre el resto de la red. Inspiradasdos son sistemas distintos conectados entre si formando
en estas observaciones, Wang y Chen propusieron una esdes de escala-libre. Asi mismo, se compara la controla-
trategia de regulacion para redes complejas llamadaadontbilidad por fijacion de la red cuando se escogen los nodos
por fijacion (Wang y Chen, 2002; Li et al, 2004). a controlar en diferentes formas. Nuestros resultadoamdic
La estrategia de regulacion por fijacion de nodos, llamadpue es posible describir una estrategia de control porgijaci
pinning-control en Inglés, puede verse como una integue estabilice la red de nodos no idénticos, aun cuando
pretacion simplificada de la interaccion entre los mesanise controle solo un nodo concentrador. Por otro lado, se
mos de regulacion y sincronia que se observa en el mundbserva que la metodologia propuesta esta restringida a la
real. La idea basica es utilizar la estructura de la red paestabilizacion de la red a un punto de equilibrio coman,
coadyuvar en su regulacion, con este fin se aplica unaracci@demas se observa que las ganancias de control y fuerza
de control local a un nimero pequefio de nodos, fijandie conexion necesarias para lograr la regulacion depende
su dinamica a un punto de equilibrio deseado. Entoncede factores tanto estructurales como de la naturaleza de los
cuando la red alcanza la sincronia, el resto de los nodoedos, que pueden llegar a ser dificiles de evaluar en redes
son forzados al mismo equilibrio que los nodos controladosn el mundo real.
En cierto sentido, los nodos controlados, también llareado El resto de la contribucion esta organizada como sigue:
nodos fijados, juegan el papel de las células marcapasoEn la Seccion I, se describe la estrategia de control
los lideres de opinion en los ejemplos de regulacion per sipor fijacion, asi como algunos conceptos basicos sobre
cronizacion presentados arriba. Mientras que la estraictusincronizacion en redes de nodos idénticos. En la Seccibd
de interconexion se convierte en una suerte de controladdly se propone un criterio de controlabilidad para una red
virtual, que se encarga de propagar la accion de controbn nodos no idénticos, que extiende los resultados @evio
desde los nodos fijados al resto de la red. Un ejemplo numérico del control por fijacion en una red
En articulos recientes (Sorrentino et al., 2007; Sorrentton nodos de dos tipos distintos de sistemas cabticos es
no, 2007; Xiang et al., 2007; Xiang et al., 2008), el conceptpresentado en la Seccion IV. Finalmente, la contribucion
de controlabilidad por fijacion, pinning-controllabjlien se concluye con algunos comentarios presentados en la
Inglés, fue sugerido para describir la eficiencia con la qugeccion V.
una red puede ser estabilizada a un punto de equilibrio
cuando solo una fraccidbn de sus nodos son controlados.
Desde este punto de vista, la controlabilidad de una rdbA. Sincronizacdn
depende directamente de su topologia y la eleccion que sd_a evolucion dinamica de una red cohnodos idénticos
haga de los nodos a controlar. En (Sorrentino et al., 200@¢oplados en forma lineal y difusiva, en la que cada nodo
bajo las restricciones de nodos idénticos y conexion dés un sistema dinamice-dimensional, esta dada por las
fusiva, se propone un criterio para establecer la contrecuaciones de estado:
labilidad por fijacion de una red, basado en el criterio N
de sincronizacion llamado Funcif)_n Maestra de Estahllida ;, — f(x:) + gzaijrxj, parai =1,2,...,N. (1)
(Pecora y Carroll, 1998), conocida como MSF por sus =1

II. REDESDE NODOSIDENTICOS
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dondex; = [x1, %42, ...,xm]T € R™ son las variables de En particular, el hecho que la matriz de conexiones satisfag
estado deli-esimo nodo;f : R® — R™ es una funcion la condicion de acoplamiento difusivil (2), asegura que la
Lipschitz conocida que describe la dinamica propia de umayectoria de un nodo aisladét) = f(s(t)), es también
nodo aislado de la red; y la constante positvac R, una solucibn para toda la red. Especificamente, esta es
representa la fuerza de conexion uniforme para toda la rdd. solucion en la que la red evoluciona cuando alcanza
La matriz constanted = {a;;} € RV*¥, es llamada la la sincronia. De modo que, la sincronizacion idéntica en
matriz de conexiones, y describe la forma en que los nodt&rminos de[{§) corresponde al movimiento en una variedad
se conectan. Por otro lado, la matfize R"*", llamada invariante descrita por:
matriz de acoplamientos internos, es una matriz constante
de entradas cero y uno que describe cuales elementos de
las vari/ables de estado de los nodos conectados se acop|gfde Ia solucibn de sincronizacioa(t), puede ser un
entre sl. S , punto de equilibrio, una orbita periodica, o inclusive un
El requerlmlentp de S|metr_|a difusiva se sat|sf§ce COMstractor cabtico de un nodo aislado de la red.
struyendo la matrix de conexiones como sigue: Si hay una
conexion entre ek-esimo y elj-esimo nodo { # j), la II.B. Criterio De Sincronizadn

entrada_l correspondiente es ur_w]—(: aji = 1); en caso La estabilidad de la solucion sincronizada se puede deter-
contrario,a;; = a;; = 0. La matrix se completa asignando a

; N minar analizando la dinamica de los errores transversales
los elementos diagonales el valag; = — >

. j=1.j#i % = la variedad de sincronizaciog; = z; — s € R", para
—k;, parai = 1,2,...., N, dondek; es el grado del- i=1,2,.., N, la cual esta dada por:

esimo nodo. De este modo, la suma .depor renglones

T1=T3=..=ITN =S (5)

y columnas es nula: . N )
N N 61 = f(xz)—f(s)—i-UZa”ij, para: = 1, 2, ey N (6)
Zai]‘ = Zaij =0, parat =1,2,..., N (2) =t
i=1 i—1 Entonces, si los errores transversales son asintotidemen

Una forma de interpretar la conexion difusiva es qu estables, la red logra la sincronizacion en el sentidd e (4
para cada nodo, la interconexidbn con sus vecinos en todasUna forma de esta_blecer Ig es.tab|ll|,dad de los errores
(Fmsversales es analizar la linealizacion [de (6) alreded

las direcciones de la red se anula cuando la informacié Esta i i on d it termi de | iabl
proveniente de cada nodos es idéntica. e s. Esta linealizacion descrita en términos de la variable

c nXN i .
Para una red difusiva, en la que no haya nodos aisladgs,_ [€1, €2, EN] € R , tiene la forma:
la matriz de conexiones es simétrica e irreducible, ad;emg £ = Df(s)E + oTEA @)
sus valores propios son reales, con cero un valor propio
de multiplicidad uno y el resto negativos. De modo que sdondeDf(s) € R™*™ es el Jacobiano de la funciof
espectro de valores propios puede escribirse como (Wueyaluado ers.
Chua, 1995): Por construccion, la matriz de conexiones es diagonal-
izable y puede escribirse comgt = ®AP T, donded =
O=A1>X>A3>...> ) 3 )
1> 022 A 2 2 AN B (61,60, én] € RYN y A = diag(h, Aa, oo M) €
Describiendo la red dinamica efl (1), en términos de RY*Y, con ¢, € R el k-esimo vector propio ded y
variable X = [z1,z2,...,2n] € R, explicitamente la Ax Su valor propio asociado. Entonces, en términos de la
trayectoria de cada nodo de la recgs= z;(to, 29, ...,2%;)  variablen = {®, la dinamica de error esta dada por:
conz! las condiciones iniciales de cada nodi yin tiempo . _ N
inicial. Dado que todos los nodos son idénticos, comparten 0(t) = Df(s()n(t) + oTn(t)A, (®)

un mismo dominiaD C R", de modo que las condiciones cape resaltar que en esta representacion la variedad de
iniciales para l_mabtrayectorla dada, definen un subconjundthcronizacion, descrita el (5), coincide con la dinzndel
de este dominid(ty) C D C R" para cada nodo. Ahora grror en la direccion del vector propipy = [1,1,...,1] €
podemos definir el concepto de sincronizacion de la rq@zv; y esta asociada al valor propl = 0. De lo anterior,
como sigue: se tiene que la estabilidad de la solucion sincronizada es

Definicion 1 (Sincronizadin identica): (Lu et al, 2004) = equivalente a establecer la estabilidad del sistema del
Si existe un conjunto abierto no vacio de condicionegeyaciones lineales variantes en el tiempo:

inicialesz? € D°(ty) (i = 1,2, ..., N) tal que
w = (Df(s) +o\T)w, parai =2,3,...., N 9
Jim [l (tto, 29, 2%) 2 (E500. 25 2y) 2 = 0 (@ (DI oAL . P ©
o , o Lema 1 (Criterio);): (Wang y Chen, 2002a) Suponga
paral < i,j < N. Entonces, se dice que la red dmammehue existe una matriz diagon&@ > 0 € RV*V y dos
() alcanza asintoticamente una sincronizacion idanty
queD°(tg) x D°(ty) x ... x D°(t() es la region de sincronia
de la red. (Df(s)+dl)" P+ P(Df(s)+dl') < —7I,  (10)

constantesl < 0y 7 > 0, tal que
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para todad < d, con I, la matriz identidad de dimension donde las funciones Lipschifz : R™ — R™ son conocidas
n. Si B y que describen la dinamica propia de cada nodo aislado de
a|Xe| > |d| (11) la red; con el resto de las variables descritas comdlen (1).

. . - En particular, se asume que los nodos satisfacen la siguient
Entonces, el estado sincronizado de la red dinarfica (1) 3 P q g

. estriccion:
exponencialmente estable.
fi(zi) = f(s) < ail|z; — |, parai =1,2,..,N. (17)

donde a; es una contante real. Esta restriccion permite
qsegurar que la solucion descrita por= f(s) es una
solucion de sincronizacion para la réd](16) en el sentido
de [4). Cabe mencionar que esta restriccion, aunque fuerte
se cumple en diferentes situaciones practicas como el caso
dondex; € R es la ganancia de retroalimentacion detle sistemas con nodos con diferencias paramétricas, y en
controlador;Q? = {¢1,¢2,...,c,} €s un conjunto con los redes con sistemas que comparten soluciones estables, por
indices de los nodos controlados. En particular, el olgetivejemplo, puntos de equilibrio comunes.

[I.C. Control Por Fijacibn

Considere que a una pequefa fraccidop-(pN,0 < p <
1) de los nodos de la refl(1) se aplican controladores de
forma:
u; = —k;[(x; — 8), parai € 2 (12)

de control del disefio de; es estabilizar los nodos énal La dinamica del error de sincronizacion de la red] (16)
punto de equilibrics, dondef(s) = 0. esta dada por:
Sin perdida de generalidad, se puede asumir que los N
indices en(2 corre§p’onqlen a los primeno nodo_s en la ¢ = fi(:vi)—f(S)—FUZaierj, parai = 1,2,..., N (18)
red. Entonces, la dinamica de la red puede escribirse como: =
N La estabilidad de la solucion sincronizada puede ser de-
&= f(x:)+ 0y ayTa; —orT(z;i—5),  (13)  terminada expresando el error de sincronizacion en i
J=1 de las variableg = (11,72, ...,ny] € R™*Y descritas en
parai = 1,2,...,v, Y (B). En esta representacion, mediante la funcion de Lya-
N punovV = 33770 1] 1, se obtiene el siguiente resultado:
v; = f(x;) + ij L@, 14 : . . .
& = ) G;a S (14) Lema 3: (Barajas-Ramirez, 2006a) Si el valor propip

de la matriz de conexiones de116) es tal que:
N

o =N ai (19)

J=1

parai =v+1,v+2,...,N.
Donde [I8) y [(I¥) describen la dinamica de la subred
controlada y no controlada, respectivamente.

La estabilidad de la red controlada)18)(14) alrededor del ) ) o
punto de equilibrios puede ser determinada siguiendo u,{Entonces,l el estado sincronizado de la red dinarhida (16) es
desarrollo similar al presentado en la subseccion amteri§XPonencialmente estable.
con la diferencia de que en este caso el sistéha (9) es MNB. Control Por Fijacion

conjunto deN — 1 ecuaciones lineales e invariantes en el Considere que @ nodos de la red er{l6) se aplican

tiempo. _ S controladores descritos como €nl(12); donde el objetivo de
Lema 2 (Criterio de estabilizaon). control es estabilizar la red en un punto de equilibrjo

(Wang y Chen, 2002) Se® = A — K, dondeK = jeqcrito porf(s) = 0. En particular, se asume que los

; NXxN
diag(k1, -y, 0, -...0) € R » CONiy 2 pia 2 .. Z IN nodos comparten el mismo punto de equilibrio, es decir:
los valores propios de la matriR. Suponga que existe una

constantel < 0, tal que la matrizD f(5) 4 dI" es Hurwitz. F(3) = fi(s) =0, parai = 1,2,.., N (20)
Entonces, si el valor propio mas grande7ees tal que: ‘ ’ T
Cabe mencionar que si la condicidn](20) se cumple, en-

o <d (15)  tonces la restriccion ef_(IL7) también se cumple.
localmente el punto de equilibrio es una solucion expo-  Suponiendo que los indices de los nodos controlados
nencialmente estable para toda la (I3)-(14). pu_edes ser reorganizados, tal gQlecorresponda a los

) primero v nodos en la red; la red controlada se puede
Ill.  REDESDE NODOSNO IDENTICOS describir como una subred controlada y una no controlada:
[lI.A. Criterio De Sincronizadn N
La ecuacion de estados que describe la dinamica de una & = fi(zi) + o > _ a;lw; — omil(z; —5),  (21)
red deN nodos no idénticos, acoplados en forma lineal y j=1
difusiva, tiene la forma parai = 1,2,...,v,y
N N
T; = fl(Il) + O'Z aijij, paraz’ = 1, 2, ey N. (16) T; = fz(xz) + chaijFa:j, (22)

J=1 J=1
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parai =v+1,v+2,...,N.

La estabilidad del punto de equilibrio com{#, como
una solucién sincronizada para toda la r&dl (B1)-(22) < “jj
puede establecer extendiendo los resultados previos de 4
siguiente manera:

Lema 4: Seanp; > ps > ... > py los valores propios de i
la matrixP? = A— K, dondeK = diag(k1,...ky,0,...,0) €
RYN*N_ Entonces, si el valor propip; es tal que:

ey . ., . -201t
el punto de equilibrics es una solucion exponencialmente

estable de la red (21)-(R2). 5 . 10 15

N
op1 < Nzai (23)

J=1

-30

Cabe recalcar que escogiendo las gananciasificien-
temente grandes, de modo que se pueda asegurar que la
dinamica de la subred controlada esta fijada al punto de Figura 1. Control por fijacion caso 1
equilibrio (z; = 5 parai € ). La estabilizacion de la

red depende de la sincronizacion en la subfed (22), *
cual puede ser garantizada si el valor propiodel menor i
de la matrix de conexiones correspondiente a la subr, ‘
no controlada /i ¢ RN-v*N-*) satisface el criterio de [
sincronizacion en el Lema 3.

Considere una red donde algunos nodos son sistemas *°
Lorenz [24) y otros son sistemas de ChEnl (25), con Ic o
parametrosu;, = 10, by = % y ¢ = 28 para Lorenz, o
y ac = 35, bo = 3, cc = 28 los nodos de la red se
encuentran en su estado caotico.

To1
T2
Tc3

V. SIMULACIONES NUMERICAS

tr1 = ap(xpe —2r1)
Tr2 = CLTpl — L2 — TL1TL3 (24) o, L m -
Tr3 = Trirr2 —brrrs

Figura 2. Control por fijacion caso 2
= ac(zo2 — 1)

= (cc —ac)rc1 +ccxer —xc1zes  (25)

= oo —bowes k1 = 1000. El controlador es aplicado a partir del instante

Los nodos Lorenz y Chen se conectan de forma linede simulaciort = 5.
y difusiva, de acuerdo con el algoritmo de construccion Enseguida consideramos una situacion diferente. El caso
de redes escala-libre descrita en (Wang y Chen, 2002)es una red con veinte sistemas de Lorenz y veinte sistemas
Ademas, los indices en la red se organizan de maneda Chen, en esta red una vez mas se controla el nodo mas
que los nodos concentradores correspondan a los primeomhectado con los mismos valores de fuerza de conexion y
nodos en la red. Estabilizacion de una red con 10 sistemganancia de control que en el caso 1. Como se muestra en
Lorenz y 10 Chen. Controlando un solo nodo concentradda Figure[2, no se logra estabilizar la red en el punto de
El objetivo de control es estabilizar la red al punto dequilibrio 5; esto se debe a que de acuerdo con el criterio
equilibrio 5 = [0,0,0], el cual es un punto fijo comdn del Lema 4, al incrementarse el nUmero de nodg} €l
para los sistemas Lorenz y Chen. Para este fin, se aplicaiiterio no se satisfase con esos valores de controlador. En
controladores de la form& ({12) a algunos de sus nodos. EnFigurd3, el controlador del caso 1 se aplica en el instante
la Figura[1, se presentan las trayectorias para el primee= 5y a partir del instant¢ = 10 la fuerza de conexiony
caso de simulacion: Una red de diez sistemas de Lorenda/ganancia de control se ajustan a 250y «; = 1000, lo
diez sistemas de Chen, en la cual se controla solo el nodae vuelve estable el punto de equilibrio. Alternativareent
concentrador con el grado de nodo mas grande. En esiered puede ser estabiliza grcuando en lugar de a un solo
caso, la fuerza de conexion y ganancia de control tal quwdo, el controlador original se aplica a los cinco nodos
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