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Modelo dinamico de friccion: un enfoque para
identificacion y control

Juan C. Martinez-Rosas, Luis Alvarez-Icaza y Daniel Noriega-Pineda

Resumen—Se presenta un novedoso modelo dinamico para
describir la fuerza de friccion entre dos cuerpos en contacto.
Este modelo es una extension del popular modelo de friccion
LuGre. La diferencia principal con respecto al modelo LuGre
y otros modelos similares radica en la descripcion del efecto
Stribeck, el cual, ahora es modelado con una ecuacion diferencial
no lineal de primer orden. Esta formulacion representa a un
modelo dinamico de segundo orden que preserva la base intuitiva
de su precusor, reproduciendo el mismo comportamiento en
estado pseudo-estacionario, y ofrece propiedades de pasividad
equivalentes. La principal ventaja con respecto a otros modelos de
friccion reside en la posibilidad de identificar en tiempo real todos
los parametros relevantes asociados al fenomeno de friccion. Esto
es particularmente importante cuando esos parametros cambian
con el tiempo haciendo dificil calibrar de manera continua el
modelo.

Palabras clave—Modelos de friccion dinamica, Friccion de
Coulomb, Efecto Stribeck, Modelo de friccion Lugre

I. INTRODUCCION

Friccion es un fenémeno siempre presente cuando dos cuerpos
estdn en contacto, tal que existen fuerzas con componentes
tangentes a su region de contacto que se oponen al movimiento
relativo de los cuerpos. Tratar con friccién, resulta en una tarea
importante cuando se trabaja en control de sistemas mecanicos,
puesto que su presencia puede ocasionar errores de seguimien-
to, ciclos limite, vibraciones y otros tipos de problemas que
afectan directamente el desempefio de control de movimiento.
Para compensar los efectos de friccion de manera adecuada,
es importante disponer de modelos dindmicos de friccion
eficientes!. Un importante paso en esta direccién es el modelo
de fricciéon LuGre introducido en [2]. En esta referencia,
los autores introducen un modelo dindmico de primer orden
junto con una ecuacidon de salida para describir la fuerza
de friccién en la regién de contacto entre dos cuerpos. La
principal ventaja de éste y otros modelos similares de friccion
dindmica en la literatura > es su habilidad para reproducir el
comportamiento de histéresis y el llamado efecto Stribeck,
el cual explica la transicién del régimen estdtico a dindmico.
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Los lectores interesados en buscar herramientas sobre control y analisis
sobre compensacion de friccion en mdquinas deberdn referirse a [1].

2Ver, por ejemplo, [3], [4], [5].

Sin embargo, el modelo LuGre tnicamente puede ser aplicado
asumiendo conocimiento total o parcial de sus pardmetros. Por
consiguiente, resulta ser un esquema no practico cuando las
condiciones de contacto y operacion varian con el tiempo, tales
como temperatura, humedad, polvo, desgaste, etc.

El objetivo de este articulo es probar un nuevo modelo
dindmico de friccién, el cual es una extension del presentado
en [2]. La principal diferencia en la nueva formulacién, con
respecto a [2], esta en la descripcion del efecto Stribeck, el cual
ahora es modelado con una ecuacién diferencial no-lineal de
primer orden. La principal ventaja de la nueva representacion,
con respecto a otros modelos dindmicos de friccion, radica en
la posibilidad de identificar todos los pardmetros relevantes.
Esto es de particular importancia en aplicaciones de control,
donde los pardmetros cambian con el tiempo. Un caso tipico
es la friccién llanta pavimento, donde hay una variedad de
factores en el camino, clima y vehiculo que inducen cambios
en los pardmetros del modelo [6], [7].

Han existido intentos por desarrollar esquemas de
adaptacion en linea para modelos dindmicos de friccién. En
[8], [6], [9], [7] se presentan algunos trabajos donde se intenta
adaptar los pardmetros del modelo LuGre. Sin embargo, el
nimero de pardmetros sujetos a adaptaciéon cambia en cada
caso. En la mayor parte de ellos, siempre se asume el
conocimiento de algunos pardmetros. En particular, los dos
parametros relacionados con la friccion estatica y friccion de
Coulomb.

Es importante sefialar que la mayoria de los modelos de
friccion reportados en la literatura cuentan con caracteristicas
suficientes para describir los diferentes fendmenos friccionales
durante el contacto de dos superficies en movimiento. Sin
embargo, muy pocos modelos son evaluados mediante pruebas
analiticas, dindmicas y estdticas, que permitan demostrar la
existencia de las propiedades de un buen modelo de friccion.
En éste articulo, presentamos un conjunto de pruebas tipicas
[2], [10], que consisten en investigar, analizar y capturar
los diferentes fenémenos existentes en el modelo de friccion
propuesto.

El articulo estd organizado como sigue. Las Secciones
IT y III describen la estructura analitica del nuevo modelo
y presentan sus propiedades bdsicas junto con la respuesta
pseudo -estitica del modelo de fricciéon. En la Seccién IV la
respuesta dindmica del modelo es probada mediante diferentes
pruebas tipicas a través de simulaciones para investigar su
habilidad para capturar diferentes fenémenos de friccion. En la
Seccién V se hace un andlisis de las propiedades de pasividad
del modelo. En la Seccién VI se realiza una descomposicion
paramétrica en la estructura del modelo y finalmente la seccién



VII presenta los comentarios concluyentes del trabajo.

II. MODELO DINAMICO DE FRICCION

El nuevo modelo tiene la siguiente estructura para la fuerza
de friccién (F') entre dos superficies en contacto

F=ooFz+012+02g+00(Fs — Fo)y+ay, (1)

donde F, > 0 es el pardmetro correspondiente a la friccion de
Coulomb, F > 0 es el parametro de friccion estitica y o; >
0;¢ = 0, 1, 2 son constantes que pueden ser interpretadas como
pardmetros de amortiguamiento y rigidez. En este modelo z y
y son los estados de friccion, z estd relacionado a la friccion
de Coulomb y y al efecto Stribeck. La dindmica de z y y estdn
dadas por

z q._0-0|(1‘z7 (2)

. 1, N —nlg™

j=—y+—sign(ge 1", 3)
o]

donde ¢ es la velocidad relativa de las superficies en contacto,

m es una cantidad conocida®, & > 0 es una constante, y

n = |1/¢s|™, con ¢s como la velocidad Stribeck.

Las ecuaciones (1)—(3) incluyen ligeras modificaciones re-
specto al modelo presentado en [11], las cuales se explican
aqui. La ganancia og es incorporada en el primero y cuarto
término de (1), y en el segundo término de (2) y (3) respecti-
vamente. La ecuacién (3) y los términos oo (Fs— F.)y y oy en
(1) ahora representan el proceso transitorio en el deslizamiento
de las cerdas que van desde un estado de deflexién maxima
sin deslizamiento a un proceso de estado de deslizamiento
completo [2]. Este proceso transitorio es debido al efecto
Stribeck. Es claro que la contribucién de los términos 012 y
ay es importante s6lo para movimientos relativos que tienen
cambios de direccidn.

Finalmente, la sustitucién de (2) y (3) en (1) lleva a

F =0¢F.z+4 014 — 0001|¢|z + 02¢ + 0o(Fs — F.)y

1 L im
+a|—y+ —sign(ge ™" |, 4)
o0

III. COMPORTAMIENTO EN ESTADO
PSEUDO-ESTACIONARIO

Para calcular la respuesta en estado pseudo-estacionario, es
necesario fijar ¢ y colocar 2 = 0y y = 0, entonces el equilibrio
para (2) es

1 .
zZ= U—Osn_m(q), (5)

y el equilibrio respectivo para (3) es
1 m
y= —sign((j)e_"‘q‘ . (6)
o)
La sustitucién de (5) y (6) en (4) con 2z =0y y = 0 resulta
en
F = F.sign(q) + 02 + (Fs — F.)sign(g)e """, (7)

que coincide con la solucién en estado estacionario presentada
en [2] para el modelo LuGre.

3La literatura se refiere al uso de m = 1/2 or m = 2.
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IV. COMPORTAMIENTO DINAMICO DEL MODELO

En esta seccion, se estudia el comportamiento dindmico
del modelo de friccién dado por (1)—(3). Con la finalidad de
investigar si en realidad la nueva representacién corresponde
a un buen modelo de friccién, se llevaron a cabo un conjunto
de simulaciones para demostrar que el nuevo modelo tiene
la capacidad de capturar los diferentes fendmenos de friccién
estandar. Para este propoésito, el sistema traslacional estudiado
en [2] se usa nuevamente. Los valores de referencia para los
parametros involucrados en el esquema (1) se muestran en la
Tabla I.

Tabla I

Parametros del modelo usadas en simulacion
oo 10° [%}

o1 | Voo [77ees)

op) 0.4 [‘m;\éeg]

FC 1 [N]

FS 1.5 [N]

Vg 0.001 [m/seg]

o | 10° [N/(m/seg)]

A. Desplazamiento pre-deslizante

La primera simulacién en éste trabajo fue desarrollada para
investigar si el nuevo modelo de friccién captura el compor-
tamiento de desplazamiento pre-deslizante. Tal efecto afirma
que la friccién se comporta como un resorte siempre y cuando
la fuerza aplicada sea menor a la fuerza necesaria para iniciar
un movimiento. Esta prueba fue llevada a cabo aplicando una
fuerza externa u con forma de rampa ascendente y descendente
de magnitud méxima equivalente al 95% de la fuerza necesaria
para vencer el reposo de una masa con peso unitario. El sis-
tema se aprecia en el diagrama de bloques de la Figura. 1. La
fuerza de entrada y el desplazamiento predeslizante obtenido
se muestran en la Figura 2. Como puede ser observado, el
comportamiento predeslizante obtenido con el modelo (1)—(3),
concuerda cualitativamente con los resultados obtenidos en [2].
Se aprecia una ligera desviacion en los resultados obtenidos
con el modelo (1)—(3), en comparacion con el Modelo LuGre.
La razoén de tal efecto se debe al factor de rigidez derivado de
los estados internos y y z del nuevo modelo de friccion.

Dynamic
Friction <
Model (1)
-F
Vv X
y 1 o 1 o 1]
m S S

Figura 1. Diagrama a bloques para el sistema con friccion dindmica.

B. Comportamiento de Histéresis

La segunda prueba realizada tiene el propdsito de mostrar
que en el nuevo modelo de friccién dindmica existe histéresis
en la relacién correspondiente entre la friccidn y la velocidad.
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Figura 2. Comportamiento de desplazamiento predeslizante en modelo (1).

Para este propdsito se inyecto una sefial de velocidad con perfil
senoidal al modelo de fricciéon. La grafica de la velocidad
de entrada se muestra en la Figura 3a. Las Figuras 3b y
4a muestran el comportamiento de los estados internos de
friccién resultantes z y y para el nuevo modelo. Finalmente,
la Figura 4b muestra la comparacién del comportamiento de
histéresis del modelo (1)—(3) y del modelo LuGre. De acuerdo
a la Figura 4b es claro que el nuevo modelo dindmico de
friccién captura de manera eficiente la histéresis existente
en el fendmeno de friccion. En la Figura 4b, es importante
notar que la fuerza de friccién es mds baja para velocidades
decrecientes en comparacion a incrementos de velocidad. En la
Figura 3b, la respuesta dindmica del estado interno de friccion
z, presenta la deflexiéon promedio de las cerdas de acuerdo a
los cambios de velocidad al rededor del equilibrio. Por otro
lado, en la Figura 4a, el estado interno y el cual relaciona al
efecto Stribeck, describe los transitorios correspondientes a la
transicion del régimen estitico al régimen dindmico durante
cada cambio de direccion de la velocidad de entrada.

Trayectoria de entrada
0.01 T 7 T

Vel.[m/s]

-0.005 i

-0.01 : : : :
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[a] tiempo[sec]
5 x107° Estado interno "z" en modelo (1)
\ \ \

-2 L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

[b] tiempo[sec]

Figura 3. a) trayectoria de velocidad en simulacién, b) Comportamiento del
estado interno de friccion z del modelo (1).
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Figura 4. a) Comportamiento del estado interno de friccién y en el modelo
(1), b) Comparacion de la respuesta de Histéresis correspondiente a la relacion
entre la friccion y la velocidad del Modelo LuGre y el Modelo(1).

C. Movimiento frenado-deslizamiento (stick-slip)

Para mostrar que la fuerza de friccién es mayor en reposo
que durante el movimiento, una prueba de movimiento tipo
frenado-deslizamiento (stick-slip) se desarrolla usando el nue-
vo modelo de friccidon. Para llevar a cabo la simulacion, se
ha considerado el experimento dado en [2], donde el valor
de los parametros de la Tabla I han sido usados. Una masa
con peso unitario se engancha a un resorte y el extremo del
resorte es jalado con una velocidad constante. Este sistema
es mostrado en la Figura. 5. La Figura. 6a muestra que la
fuerza del resorte se incrementa de manera lineal. Asi, la
fuerza de friccion contrarresta la fuerza del resorte, lo cual
provoca un ligero desplazamiento. Cuando la fuerza aplicada
alcanza la magnitud necesaria para superar la friccion estatica
(break-away force), la masa comienza a deslizarse y la friccién
decrece rapidamente debido al efecto Stribeck, el cual es
expresado por el comportamiento del estado interno y, como
se muestra en la Figura 6b. Cuando la fuerza del resorte
decrece, la masa disminuye su movimiento y la fuerza de
friccién se incrementa debido nuevamente al efecto Stribeck,
en consecuencia, el movimiento se detiene. Este fendmeno
repetitivo es visualizado en la Figura 7a, donde se presenta
la posicién de la masa y del resorte. El comportamiento de
la fuerza de friccién y la velocidad de la masa pueden ser
visualizado en la Figura 7b. Por lo tanto, es evidente que
los resultados obtenidos con el modelo propuesto capturan el
comportamiento stick-slip. La respuesta dindmica de la Figu-
ra 7 puede compararse con el movimiento frenado-deslizado
presentado en LuGre [2], el cual puede visualizarse en la
Figura 8. Claramente se observa que la fuerza de friccién
de la Figura 7b, muestra un transitorio de mayor amplitud,
permitiendo una transicion de regimén estitico a dindmico
mas veloz. cuyo efecto es debido al estado y correspondiente
al efecto Sribeck.
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Figura 5. Sistema dindmico para probar el movimiento stick-slip en simu-
lacion.

Fuerza externa

0.1 T T T T T
z
g 008 1
g
€ 0.06 B
o
S 004t ]
«
N
@ 0.02F 4
=
|8
0 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30
[a] tiempo [seg]
x107° Estado interno "y" en Modelo (1)
2 T T T T T
15F
E 1t
>
05
0 . . .
0 5 10 15 20 25 30
[a] velocidad [m/s]

Figura 6. a) Fuerza de entrada de prueba durante el comportamiento stick-slip
en el modelo (1), b) Comportamiento del estado de friccién interno y durante
la prueba del modelo (1).

Comportamiento de posicién en Modelo (1)
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Figura 7. a) Posicién resultante en la masa y el resorte durante la prueba

stick-slip, b) Comportamiento de la fuerza de friccién y velocidad durante la
prueba stick-slip en el modelo (1).

D. Ciclos limites y control PID

A fin de aplicar el nuevo modelo de friccién en un prob-
lema de sistema servo tipico, y con el objetivo de probar
su desempefio con un controlador PID y poder mostrar su
habilidad para compensar los ciclos limites causados por la
friccion, una simulacion se realizé usando el mismo sistema
de movimiento lineal y ganancias del controlador PID aplicado
en [2]. Un diagrama de bloques del sistema es mostrado en la
Figura 9. La comparacion entre los resultados obtenidos en [2]
y los resultados obtenidos con el nuevo modelo de friccion se
muestran en la Figura 10. Se puede observar en la Figura. 10a,
que el nuevo modelo de friccién reproduce ciclos limites
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Comportamiento de posicién en Modelo LuGre
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Figura 8. a) Posicién resultante en la masa y el resorte durante la prueba

stick-slip, b) Comportamiento de la fuerza de friccién y velocidad durante la
prueba stick-slip en el modelo LuGre.

desvanecientes, los cuales tienden a atenuarse en el tiempo. La
Figura 10b muestra que la combinacién del controlador PID y
el nuevo modelo de friccién ayudan a reducir alrededor de un
65 por ciento el error cuando se compara con los resultados
obtenidos en [2]. Lo anterior verifica que el modelo de friccion
propuesto tiene mejores caracteristicas dindmicas respecto al
modelo LuGre dado en [2]. Permitiendo un mejor desempeio
cuando se usa como compensador de friccién en sistemas de
control.

Dynamic
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Model (1)

A

Figura 9. Diagrama a bloques para el sistema con friccién y control PID.

Control PID en Modelo LuGre y Model (1)
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Figura 10. Comparacién del control de posicién del modelo LuGre y modelo
(1) usando un controlador PID.



V. PROPIEDADES DE PASIVIDAD

Los modelos de friccion tienen propiedades de pasividad
en el mapa de velocidad a fuerza de friccién*. A fin de
asegurar que el nuevo modelo matemadtico constituye un buen
modelo de friccién, en esta seccion se investiga la pasividad
del modelo (1)-(3).

Proposicion 1: Si Fs > F,, el sistema dindmico descrito
en (1)-(3) define un operador estrictamente pasivo X : Lo, —
Lo 1 ¢ — F, esto es, a lo largo de las soluciones (1)-(3), con
condiciones iniciales cero,

T
100,T) = / GFdt > 0, (8)
0

Prueba:

T
100,T) = / GFdt
0

T
:/ (00Fez 4+ 012+ 024 + 0o(Fs — Fo)y + ag)q dt.
0

(©))
que puede ser descompuesta como
con
T
LL(0,T) = / (012 + 024) ¢ dt, (11a)
0
T
I,(0,T) = UoFC/ zq dt, (11b)
0
T
I5(0,7) :a/ yqdt, (11¢)
0
T
L0 =oo(F,~F) [ yide. 110
0
Si los estados iniciales satisfacen z(0) = y(0) = 0,
entonces, es posible acotar z y y por
1
|2 < —, (12a)
0o
1 .im
lyl < —e~mldl", (12b)
a0

Tomando ahora (11a), sustituyendo (2) y usando (12a) se
consigue

T
Il(ovT):/ (01G — 0001]4|z + 024) G dt
0

T
/ (—0001]4|z + (01 + 02)¢) ¢ dt
0
T
2/ (—0'1—|—0'1+0'2)(j2dt
0

T
/ o2¢? dt > 0.
0

4Ver, los andlisis en [10] para el modelo de friccién de Lugre

(13)
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Para (11b), usando z(0) = 0, (2) y (12b) se obtiene

T
I,(0,T) = UoFc/ z (2 — ooldlz) dt
0

UoF
= 7022

2

Para el caso de (11c), se toma (3) y (12b) para conseguir

T
(T)+002Fc/ 2214| > 0. (14)
0

T
L0.7)=a / g dt
0
T s
= a/ (—y + sign(cj)e_"‘q' ) qdt
0
T sm
= a/ (=g + |g) e ™4™ at > 0. (15)
0
Finalmente, para (11d), se usa (3) con lo cual se obtiene

y+y
e—nld™

q = oy lq] - (16)
La sustitucién de lo anterior en (11d) y usando (12b) yy(0) =
0 se consigue
T .
0.7) =i’ (F.~ F) [ by
0 e—n\lﬂ

T T
zooz(Fs—Fa{/ il at + [ y2|th}
0 0
T
> 002(F, - F.) {/ y2¢|dt} >0,
0

Este serd el caso si Fs > F, = I1(0,7) = I,(0,T) +
IQ(O,T)‘FL;(O,T)‘F.Q(O,T) > 0. |
Esta prueba esta inspirada por los resultados presentados en
[10] para el Modelo LuGre.

|| dt

VI. PARAMETRIZACION

La mayoria de los modelos presentados en la literatura
carece de una estructura lineal en pardmetros que permita
su identificacion en linea. En esta seccién se muestra una de
las principales propiedades del modelo (1)-(3), consiste en la
posibilidad de identificar todos los pardmetros relevantes de
friccién, cuando las condiciones de operacién sufren cambios
con el tiempo. Esta cualidad radica en expresar el modelo (1)-
(3) como una estructura lineal en pardmetros permitiendo sus
aplicaciones en control avanzado e identificacién paramétrica.

Para conseguir tales propdsitos, se ha usado la siguiente
igualdad e~ 14" = Be~14" | donde § se asume desconocida,
implicando que la velocidad Stribeck también es desconocida.
El modelo propuesto tiene entonces una estructura lineal en
parametros

F=UP, (17)
donde
U=z ~lil2, & v, -y, sign(@)e”¥"] (18)
T
P:[ ook, 0901, 01+ 02, 00(Fs — Fe), a, an
(19)

=[P, P, P, Py, P5, P | ."



Con la finalidad de evitar una sobre parametrizacién y obtener
un movimiento lo suficientemente amortiguado, el mismo
procedimiento sugerido en [2] ha sido seguido para colocar
el coeficiente 01 = ,/0g, tal que, o9 > o1. Esto en
consecuencia implica que P2 = 0g./0¢ = 00%. Siendo, esta
parametrizacién conveniente para una eficiente identificacién
en linea. P € R® contiene los pardmetros desconocidos
del modelo de friccién y la matriz de regresor U(q,q, z,y)
contiene las funciones o variables conocidas o estimadas.

VII. CONCLUSIONES

Se presenta un novedoso modelo de friccion dindmica de
segundo orden, el cual concentra un conjunto de propiedades
tipicas correspondientes a un buen modelo de fricciéon. Un
extenso andlisis de su comportamiento dindmico mediante
simulaciones y pruebas matematicas se llevd a cabo para
demostrar que la nueva descripcién matemdtica dada en (1)-
(3) captura los fendmenos més importantes durante el contacto
de dos cuerpos cuando son sometidos a movimiento. Destaca
su habilidad para reproducir el comportamiento de histéresis
y el llamado efecto Stribeck, el cual a diferencia del Modelo
LuGre presentado en [2], ahora es determinado mediante una
ecuacion diferencial no lineal de primer orden. Sus carac-
teristicas permiten preservar la base intuitiva de su Modelo
precusor LuGre, reproduciendo el mismo comportamiento
en estado pseudo-estacionario, y ofreciendo propiedades de
pasividad equivalentes. De importante interés, resulta su es-
tructura lineal en pardmetros, la cual se distingue de otros
modelos de friccidn por su posibilidad de identificar todos los
parametros relevantes de friccion, extendiendo su aplicacion
en esquemas de identificacién y control de sistemas donde
los pardmetros cambian debido a factores o variaciones en las
condiciones de operacion.
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