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Resumen—Dinamicas no deseadas (movimiento de sobre estabilizacibn de mecanismos con friccion seca. Re
atascamiento-deslizamiento, ciclos limite, etc.) que es sultados relevantes en la teoria de control impulsiva se
presentan en sistemas con fricon dan Iugar a errores puede mencionar el de (Yang, 2001) quien establece las

en estado estacionario, limitando el desempe esperado bases matematicas para el disefio de sistemas de control
del sistema a controlar. Para mejorar el funcionamiento, p

se propone un nuevo control que contrarresta los efectos impulsivo. En (Liet al, 2001) se establecen condiciones
de friccion. Esta aproximacbn se basa en una actuadh suficientes para la estabilidad asintbtica de este tipo de
impulsiva mientras que el sistema est estacionado debido a  sistemas. Contribuciones alternativas de esta idea sepued
la presencia de friccbn seca. Un acelerador elecmico que  onconirar en el microposicionamiento de mecanismos.
es equivalente a un sistema de doble masa-resorte se utiliaa . ; . L.
como base de prueba. La estabilizabh asintotica se logra El articulo esta organizado de la siguiente manera: En la
no lo para el modelo nominal sino tambien para el caso Seccion Il se define el problema y se presenta el modelo
perturbado sujeto a que los disturbios externos que afectan dinamico del acelerador electronico. En la Seccion dl s
al sistema son de magnitud suficientemente peqia. presenta el disefio del controlador impulsivo junto con
i . L el analisis de estabilidad. En la Seccion IV se presentan
Palabras clave: Control por impulsos, friccion de Coulomb, . . - .
sistema no lineal. resultados de simulacion. Finalmente se proporcionan con
clusiones en la Seccion V.
I. INTRODUCCION
II. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

La friccibn es un fenbmeno altamente no lineal que , . . L
produce movimientos no deseados, de tal modo que eEI acelerador eltlactronlco (Figura 1),afeptado por féaoci 5
generan errores en estado estacionario. Con el fin de red%_ Coul_omb, esta gobernado por la siguiente ecuacion
los efectos de friccibn sin recurrir a los lazos de contrdf' erencial (Canudas-de-Wet al, 2001)
de alta ganancias se necesita un modelo exacto de friccion
(Olssonet al,, 1988). De manera alternativa se han utilizado Ji = —k(x — x0) — asign(z) + © + w Q)
algoritmos de control por modos deslizantes de segundo
orden (Orlov, 2005; Orlov, 2009) que son robustos antg;nde
discrepancias en el modelo de friccion.

En este articulo se desarrolla una nueva estrategia de .
b — kl, Slx < xg

control para contrarrestar los efectos de friccion. Esta ,
ko, otro lado

aproximacion se basa en la actuacion impulsiva mientras
gue el sistema subyacente se encuentra atascado debido a
la friccion seca. Para fines de analisis se utilizara stesia « es el desplazamienta,es la velocidad) = J; +J2 > 0
con doble masa-resorte como base de prueba conociel® la inercia del sistemay > 0 es el nivel de friccion
como acelerador electronico (Canudas-de-Vial, 2001). de Coulomb,u denota la entrada de controlwy son los
En contraste a los ya mencionados métodos de compaetisturbios externos. Como el lado derecho de la ecuacion
sacion de friccion y la aproximacion por modos deslizant diferencial [1) es discontinuo, entonces la solucion $mele
se construye una ley de control estatica tomando en coneil el sentido de Filippov (Filippov, 1988).
deracion que la posicion es la Gnica informacion disipien Para fines de analisis se ha considerado el modelo de
para retroalimentacion. Adicionalmente, se prueba rtelaus friccion de Coulomb. A pesar de que la friccibn viscosa
en contra de variaciones pequefias en los parametrossta presente en la practica, hemos decidido no incluirlo
disturbios externos. para facilitar la exposicion.

Aunque existen una diversidad de aplicaciones sobrePara tomar en cuenta las discrepancias del modelo, se
control impulsivo (Bentsman y Miller, 2007; Brogliato, introduce un disturbio externo desconociddt). A lo
1999; Yang, 2001), hasta la fecha no existen contribucion&ggo del articulo se asume que la amplitud del disturbio

)
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Figura 1. Acelerador electronico. % % A\

Figura 2. Retrato de fase del sistema de acelerador elezirécaso no
es pequefia y menor a la mitad del nivel de friccion dérzado [3).
Coulombaq, i.e.,

1
[w(t)] < a0 < 5a (3)  posicion continuas(z1), y

para todo tiempa y alguna constante, > 0. La consi- e = —k(xg — ;)
deracion[(B) se hace por razones técnicas que se aclarara

mas adelante. . . _ es la compensacion lineal. Entonces cuando la ley de
La representacion en espacios de estado del sisiéma ¢ghtrol impulsivaus es aplicada en instantes de tiempo

queda de la siguiente forma dependientes del estaddz;,z5), i = 1,2,..., el sistema
de lazo cerrado exhibe una dinamica continua y discreta
T1 = Tg gue en funcién del error viene dada por
1 i 4
fg = i [—k(x1 — o) — asignz2) + u + w] ) by = e,
1 . (8)
dondex; =z y x5 = . é2 =~ (~ke1 —asign(ez) +w), ¢ # i,
Dado que el sistema en lazo abieftb (4) es disipativo y si

la disipacion esta acotada inferiormente por una cotestan e1(t]) = ei(t]),
positiva o — ap, entonces el sistemal(4) sujetoua= 0 ea(th) = ea(t7) +v(er(ts)), i=1,2,... ©)

se atascara en tiempo finito en la zona dependiente del

disturbio (véase Figura 2
( 9 ) dondee; = z1 — z,, €2 = T3, eg(t;") = limy_y; 151, €2(t)

Y ea(t;) = limy_y, 1«4, e2(t). Tomando en consideracion
, 3 =0} (5) la retroalimentacion de posicionz;) se llega a la regla
de restitucion [[9) porque la entrada de tipo impulsiva
) () resulta en el correspondiente cambio instantaneo de
dondeS C R*. velocidad mientras que la dinamica de posicion y por lo
La ley de control impulsiva viene dada por tanto la retroalimentacion de posiciofiz; (1)) se mantiene
en tiempo continuo. Notese que implementando la retroali-
u* = us + u, (6) ~mentacion de estadgzy, x2) Se impone una cierta regla de
restitucion no lineal causada por el producto de la fumcio
Delta §(t — 7), localizado en un instante de tiempoy
la funcion discontinuav(z1(t),z2(t)) ent = 7 (véase,
oo e.g., (Orlov, 2000) para detalles en respuesta impulsiva no
ug =y v(x1)d(t — t;) (7) lineal).
i=1 El objetivo es diséar un controlador impulsivo[{6)
de tal manera que el sistema de lazo cerra@®d (8)—(9)
es un actuador impulsivo, usando una retroalimentacion dea asinbticamente estable alrededor del origén ¢) =

o+ ag o+ g
<z <
k1 ko

SZ {(,’El,xz) L

donde
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(0,0), sin importar cualquier disturbio externd](3) que mono-direccionalmente llegar al origen en tiempo finito

esé afectando el sistem&e asume que la posicion actual(véase Figura 3). Sin embargo, si una perturbacion aemisi
x1(t) se puede medir mientras que la (nica informaciohle (3) afecta el sistema de lazo cerrado, la trayectoria del
disponible en la velocidad,(¢) es el conocimiento de si estado llegara a la zona de atascamiente;éf) = & # 0

es nula o no. sujeto a que(t; ) = 0.

1. DISENO DEL CONTROLADOR
Considérese el controlador impulsivgd (6) con

2aleq| — ke?

—Lsignen)  (10)

v(zy) = —

gue se aplica al sistem@l (4) en instantes de tiempo =

1,2,..., tal que
)
e (t)] < & —;ao’ za(t;) =0. (11)
El comportamiento dinamico del sistema en lazo cerrado \ \Q\
(©)-{1) se describe como sigue. Una vez que el sistema \ A/

(@) llega a la region de atascamiend (5), es forzado por el

controlador impulsivo[{6) para que cambie las velocidades . _

del sistema de manera instantanea (véase Figura 3). l'f.'ﬁ“'a 3. Retrato de fase del sistema de lazo cerrado impuf)-{11):
. . . IN€as punteadas son los brincos de velocidad, las linglidas 'son las

amplitud del controlador (10) ha sido preespecificada C{%yectorias perturbadas, y las lineas discontinuas reslparayectoria no

tal manera que el sistemd (4) pueda ser llevado de la zopgiturbada.

de atascamient@](5) a la trayectoria de fase mientras que el

sistema no perturbado llegue al origen sin oscilaciones. Se

demuestra que la estabilizacion asintotica se lleva @ caga

no solo para el sistema no perturbad® (4) eon= 0

sino tambien para la version perturbada siempre y cuana

los disturbios externos que afectan al sistema satisfagan |

condicion impuesta de la cota superior (3). |&o] <

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1:Considérese la dinamica del oscilador COI"IE . o .
friccion descrito por[4) y la ley de control impulsiva (6), ntonces por iteracion ef) se pueden obtener relaciones
especificado con (10)[_(IL1). Entonces el sistema de |a§bm|lares
cerrado[(B)+£(1l1) es asintoticamente estable en formablob
siempre y cuando la condicion de la cota supelffidr (3) se [€iv1] <
satisfaga para los disturbios externos que afectan etrsiste

Nuestro objetivo es demostrar que, incluso para el peor
so de disturbiawv = ag 0 w = —agp, Se satisface la
ié;uiente desigualdad:

2(10

|€1]- (13)

«Q

2
Wil i=1,2,..., (14)

«Q

. - . . é)ara las posiciones del estagio= e;(¢;) en los instantes
Demostradbn: Se menciond que mientras el sistem i .
de tiempot;, i = 1,2,..., enlos que se alcanza la zona de

no forzado[(#) poseé un conjunto invariaistg estable en . : 200
forma global y en tiempo finito localizado, de acuerdbla (S)atascamlent([[5). Dado que se ha consider; or <1

dentro de la zona de atascamiefitdJna vez que el sistema éntonces se obtiene que

en lazo cerrado{6)E(11) permanezca &nes decir que _

e1(t1) = & tal quel&y| < 2422, el controlador impulsivo  lim |ex(#:)] = lim ¢ &l =0, lim [ea(ti+)| = 0 (15)
(©), (I0), (11) se aplicara en cada instante de tiempbaa

regla de restitucior{{9) es entonces especificada como donde la relacién

e1(t1) = & [20¢| — k€2
2a|§1| _ k§2 (12) 62(tj) == %Slgdgz)v 1= 1727 ceey
ea(tf) = —\/ fl sign(éy).-

que es similar a{12), se tomd en consideracion.
Si el sistema en lazo cerrado esta libre de perturbacionesCon el proposito de validaf (I13), se calcula el valor de
las trayectorias del estado reinicializadas dod (12), fwdr £, como una funcion de;, asumiendo qué; < 0, k =
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max{k1, k2 }, y desarrollando un célculo similar. sucesivos gobernada por
En el caso donde = g la dinamica del sistema entre €1 = ez (24)
. X 1
impactos sucesivos es gobernados por Gy = j(_kel o —ap), L€ (tyta).
é1=e
! 12 ~ 16) La solucion del sistema anterior, inicializado cbnl (12fae
ég = j(—kel —a+ap), tE (t1,t2). dado por
Iniializa}ndo con[(IR), la solucion del sistema pertudad l(_ée_% e — ager) = _aby + ﬁ (25)
(18) esta dado por J 2 J 2

1 _e2 aoti €2 Especificado en el siguiente instante de tiempo del impacto

j(_kil —ae; + aper) = 5 + 5 (17)  t5 cuandoes(t, ) = 0, la relacion [(2b) lleva a

Estando confinado al instante de tiempeuandaes (t; ) = kei(t2) + 2(a + ao)ei(t2) — 2a06 = 0. (26)
0, la relacion anterior lleva a
Estableciend@: = e;(t2), se sigue que

/%6%(152) + 2(04 — ao)el(tg) + 2apé1 = 0. (18)

5 _ _Oéoj‘a + \/(Oéoj-Oé)2 _ 20[0_|€1| (27)
Estableciend@, = e;1(t2) y tomando en consideracion el 2 k k2 k
caso donde; < 0 esta bajo estudio, se sigue que
a condicion de que el cagg < 0 esta bajo estudio.
— _ 2
52 _ _Oé 7(10 + \/(Oéo 7204) + 204(1|§1| (19) - . .
k k k Sustituyendd{27) ef (13) pata, llegamos a la siguiente
) _ desigualdad
Sustituyendo[(119) el (13) pafa, se llega a la desigualdad
ap + « \/(ao + )2 2wl&| 2,0
_ — )2 - — - B ——— < —1&]. 28
L« a0+\/(a0 @) +2aq|§1| §@|§1|- (20) 2 2 P S o [ST (28)
k k2 k o

Para validar[(Z8) es suficiente representarla en la forma
Para verificar[(20) es suficiente presentarla en la siguiente

forma

|:Oé + ag 20 |€1|:| < (aO + 04)2 . 2a0|§1| (29)

2 ko a k2 ko
— Qo

k )

(Oé() — a)2 + 20[0|€1| |:20éo

y observar que[(29) es equivalente a la desigualdad

y observando qué (21) es equivalente a la desigualdad

2040|§1| ( )
k

4a0(a + )

] < €] (30)
200/é1| _ ( )

k

2+ 2200~ )

€1] (22)

Dado que¢&; esta dentro de la zona estimada de atas-
e, . . camiento [(b), i.e.[&1| < % la validacion de[(30) se
cuya validacion se reduce desigualdad obvia reduce a la desigualdad

< Ha—a) (23)

<
1 5 14

20 (a + ayp) < 2(a + ayp)
a? - «

gue resulta dd {(3). Asi la desigualdad](13) se verifica en She resulta directamente d@ (3). Asi la desiguald@H (13) se

caso de ques = oo. verifica en el caso que = —q«g, tambien. Esto completa la
prueba del teorema porque como se sefiald, la desigualdad
Solo falta verificar la desigualda@ {13) en el caso d€I3) lleva a estabilidad asintotica en forma global del
quew = —ag con la dinamica del sistema entre impactosistema en lazo cerradg (6)={(11). ]

, (31)
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puladores con fuerzas de Coulomb relativamente fuertes.
Queda pendiente como trabajo futuro la implementacion
practica del controlador impulsivo siguiendo la linea de

razonamiento propuesta en (Yang y Tomizuka, 1988).
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establecidas en;;(0) = —2 y 22(0) = —2. Con el

proposito de resaltar la importancia del estudio se maiestr
en la Figura 4 la respuesta del sistema cuanglo= 0.
Notese que la respuesta tiene un error en estado estacionar
considerable. Los resultados de simulacion se muestasen |
Figuras 5 y 6 para los casos perturbados y no perturbados,
respectivamente.

El controlador impulsivo(6)[(10)[(11) se aplica primero
al sistemo no perturbado. Con el proposito de probar la
robustez del controlador, se suma a la planta un disturbio
externo armonico

w = 0.7sin(t).

Se concluye un buen funcionamiento y de las propiedades
deseadas de robustez de la Figura 5.

V. CONCLUSIONES

Una nueva aproximacion para contrarrestar los efectos
de friccion se desarrolla y se prueba en un sistema masa-
resorte. La aproximacion se basa en la actuacion imgulsiv
mientras que el sistema se encuentra atascado debido a la
presencia de friccion de Coulomb. Estabilidad asinébén
forma global del sistema en lazo cerrado y su robustez
contra disturbios externos de magnitud suficientemente
pequefia se lleven a cabo en el presente estudio tebrico.
La efectividad de la propuesta se ilustra a través de simu-
laciones numeéricas. El controlador robustifica robotsiman
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Figura 5. Estabilizacion impulsiva del acelerador efatitro con friccion  Figura 6. Estabilizacion impulsiva del acelerador eftito con friccion
de Coulomb: caso no perturbado. de Coulomb: caso perturbado.



	Introducción
	Enunciado del Problema
	Diseño del Controlador
	Resultados Numéricos
	Conclusiones
	Referencias

